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Beweis eines algebraischen Liehrsatzes. 


(Von Hrn. Hofrath u. Professor, Dr. Gaufs zu Göttingen.) 


Der Gegenstand dieses Aufsatzes ist der Cartesische, gewöhnlich nach 
Harriot benannte, Lehrsatz über den Zusammenhang der Anzalıl der 
positiven und negativen Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit der 
Anzahl der Abwechslungen und Folgen in den Zeichen der Coöfheienten. 
Man vermifst an den von verschiedenen Schriftstellern versuchten Bewei- 
sen dieses Thecrems die Klarheit, Kürze und umfassende Allgemeinheit, 
die man bei einem so elementarischen Gegenstande mit Recht verlangen 
kann, und eine neue Behandlung desselben scheint daher nicht überflüs- 


sig zu sein. 


Es sei Ä eine algebraische ganze Function von x von der Ordnung 
m, nach absteigenden Potenzen von x geordnet. Wir nehmen an (ohne 
Nachtheil für die Allgemeinheit), dafs das höchste Glied x” sei, und das 
niedrigste von & freie Glied nicht fehle; blofs die wirklich vorhandenen 
Glieder sollen aufgestellt, also nicht die etwa fehlenden mit dem Coöfh- 


cienten O angesetzt sein. 


Wenn nicht alle Coöfficienten positiv sind, so werden sie einen 
oder mehrere Zeichenwechsel darbieten. Es seı — /Yx" das erste nega- 
tive Glied, das erste hierauf folgende positive — Px’, das erste hierauf 
folgende negative — 0x’ u. s. w. Es sind mithin p, u. s. w. 
abnehmende ganze Zahlen; IV, P, Q u.s. w. positiv, und Ä erscheint so 


dargestellt: 


Es werde X mit dem einfachen Factor 2 — «& multiplicirt, wo « 
Man sieht leicht, dafs in dem Producte, x”*: 
1 


positiv vorausgesetzt wird. 
Crelle's Journal. III. Bd. 1. Dft. 
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einen negativen, x?*' einen positiven, x7*' einen negativen Coefficienten 
u.5. w., also das Product diese Form erhalten wird: 
IX = Not... Por... 

so dafs /V’, P‘, (' u. s. w. positiv werden. Die Zeichen zwischen den 
aufgestellten Gliedern bleiben zwar unentschieden: allein es ist klar, dafs 
vom höchsten Gliede bis zur Potenz x”** wenigstens ein Zeichenwech- 
sel, bis «’** wenigstens zwei, bis x7** wenigstens drei u. s. w. statt fin- 
den. Ist der letzte Zeichenwechsel ın X bei dem Gliede + U x“, und 
bezeichnet man den Coäfficienten von in X(x—) durch + U’, so 
wird U’ positiv sein, und bis zum Gliede + U’x“t haben dann wenig- 
stens eben so viele Zeichenwechsel, wie in Ä sind, statt gefunden. Das 
letzte Glied in A(#— «) wird aber das Zeichen 7 haben; es mufs also 
bis dahin wenigstens noch ein Zeichenwechsel hinzugekommen sein. 
Wir schliefsen also, dafs A(x—«) wenigstens einen Zeichenwechsel 
mehr hat als A. 


Es sei nun X das Product aller einfachen Factoren, die den nega- 
tiven und imaginären Wurzeln einer Gleichung y==0 entsprechen, also, 
wenn «a, ß, Yy u. s. w. die positiven Wurzeln derselben Gleichung sind, 


y= (a —y) 

Es finden sich also nach vorstehendem Satze, in A (x — wenigstens 
ein Zeichenwechsel, in A(x — (x —P) wenigstens zwei, in X(x—o) 
(x—P) (x—Yy) wenigstens drei u. s. w. mehr als in X; folglich wer- 
den, auch wenn in X gar kein Zeichenwechsel vorkommt, in y we- 
nigstens so viele Zeichenwechsel sein, wıe positive Wurzeln. Man 
sieht von selbst, dafs wenn die Gleichung weder negative, noch imagi- 
näre Wurzeln hat, man X= 1 zu setzen hat, und dieser Schlufs seine 
Gültigkeit. behält. 


Es gehe y, wenn den Cocffhicienten der Potenzen x", 
u. 5. w. die entgegengeseizien Zeichen beigelegt werden, in y’ über; 
simmtliche Wurzeln der Gleichung y’= 0 werden dann den Wurzeln 
der Gleichung y=0 entgegengesetzt sein. Es wird daher in y’ wenig- 
stens eben so viele Zeichenwechsel geben, als die Gleichung y=0 ne- 
gatıre Wurzeln hat. 


Wir haben daher folgenden Lehrsatz: 


> f 


1. Gaufs, Deweis des Harriotschen Lehrsatzes. 3 


Die Gleichung y=0 kann nicht mehr positive Wur- 
zeln haben, als es Zeichenwechsel in y giebt, und nicht 
mehr negative Wurzeln, als Zeichenwechsel iin y‘ sind. 


Diese Einkleidung des Theorems scheint die zweckmäfsigste zu sein, 
da sie die gröfste Einfachheit mit der umfassendsten Allgemeinheit ver- 
einigt, und alle Gestalten des Satzes, die nur unter besondern Bedingun- 
gen gelten, von selbst daraus flielsen. 


Will man die Grenze der Anzahl der negativen Wurzeln unmit- 
telbar an den Zeichen der Coefficienten von y erkennen, so wird es 
nothwendig, die unmittelbaren Zeichenwechsel und Zeichenfolgen (bei 
Gliedern, wo die Exponenten von x um eine Einheit verschieden sind), 
von den durch fehlende Glieder unterbrochenen zu unterscheiden. 
Offenbar wird jeder unmittelbare und jeder durch eine gerade Anzahl 
fehlender Glieder unterbrochene Zeichenwechsel in y’ zu einer ähnlichen 
Zwichenfolge in y, während ein durch eine ungerade Anzahl fehlender 
Glieder unterbrochener Zeichenwechsel in y‘ auch in y ein ähnlicher 
Zwichenwechsel bleibt. Der zweite Theil des Theorems läfst sich daher 
auch so ausdrücken: 


Die Anzahl der negativen Wurzeln der Gleichung y = 0 kann 
nicht gröfser sein, als die Anzahl der unmittelbaren und der durch eine 
gerade Anzahl fehlender Glieder unterbrochenen Zeichenfolgen, addırt 
zu der Anzahl der durch eine ungerade Anzahl fehlender Glieder unter- 
brochenen Zeichenwechsel ın y. 


Fehlt in y gar kein Glied, so ist die Anzahl der negativen Wur- 
zeln nicht gröfser, als die Anzahl der Zeichenfolgen. 


Bezeichnet man durch 4 die Anzahl der unmittelbaren Zeichen- 
wechsel, und durch B die Anzahl der unmittelbaren Zeichenfolgen ın y, 
so wird, wenn kein Glied fehl, {+B= m sein, also der Anzahl aller 
Wurzeln gleich. Insofern diese Zeichen also blofs lehren, dafs die An- 
zahl der positiven Wurzeln nicht gröfser als /, und die der negativen 
nicht gröfser als B sein kann, bleibt es unentschieden, ob oder wie viele 
ımaginäre Wurzeln vorhanden sind. Weifs man aber anders woher, 
dafs die Gleichung keine imaginäre Wurzeln hat, so mufs nothwendig 
4 der Anzahl der positiven, und B der Anzahl der negatıven Wurzeln 


gleich sein. 


1* 
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Anders aber verhält es sich, wenn in y Glieder fehlen. Um mit 
Klarheit zu übersehen, was sich daraus in Beziehung auf die imaginä- 
ren Wurzeln schliefsen läfst, bezeichnen wir durch « die Anzahl der 
durch eine gerade, durch e die Anzahl der durch eine ungerade Anzahl 
fehlender Glieder unterbrochenen Zeichenwechsel; durch 5 und d resp. 
die Anzahl der durch eine gerade und ungerade Anzahl fehlender Glie- 


der unterbrochenen Zeichenfolgen in y. Man sieht leicht, daß m — 4, 


— B—a—b—c—d der Anzahl sämmtlicher fehlender Glieder, die 
wir durch e bezeichnen wollen, gleich sein werde. Nun ist nach unserm 


Lehrsatze die Anzahl der positiven Wurzeln höchstens 4+a-+c, die 


Anzahl der negativen höchstens B+d5-+-.c, also die Anzahl aller reellen 
Wurzeln höchstens 

Es mufs daher die Anzahl der imaginären Wurzeln wenigstens e—c+.d 
sein. 

Zählt man also alle fehlenden Glieder zusammen, jedoch so, dals 
man in jeder Lücke zwischen einem Zeichenwechsel eine Einheit wenıi- 
ger, zwischen einer Zeichenfolge aber eine Einheit mehr rechnet, als 
Glieder fehlen, so oft deren Anzahl ungerade ist, so erhält man eine 
Zahl, der die Anzahl der imaginären Wurzeln wenigstens gleich kom- 
men muls. 


; 
4 
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Ueber die Gleichungen, mittelst welcher aus den Seiten 
eines ın einen Kreis zu beschreibenden Vielecks der 
Halbmesser des Kreises und die Fläche des Vielecks 
gefunden werden *). 


(Von Herrn A. F. Möbius, Professor zu Leipzig.) 


Die Gleichungen, mit Hülfe deren man aus den Seiten eines in einen 
Kreis beschriebenen Dreiecks oder Vierecks den Hlalbmesser des Kreises 
und dıe Fläche des Drei- oder Vierecks findet, sind allgemein bekannt. 
Von der Entwicklung derselben Gleichungen für Vielecke mit mehreren 
Seiten, mag bis jetzt theils ihr seltenes Bedürfnifs, theils aber und vor- 
züglich der Umstand abgehalten haben, dafs diese Gleichungen bei wach- 
sender Seitenzahl in hohem Grade immer zusammengesetzter werden. 
Denn die Analysıs ist hier, auf ähnliche Art, wie bei der Dreitheilung 
des Winkels und in vielen anderen Fällen, genöthigt, auch diejenigen 
Vielecke! mit anzugeben, bei welchen der Perimeter, bevor er in sich 
zurückkehrt, sich selbst ein oder mehrere Male schneidet, und welche 
man, da sie ım Practischen keinen besonderen Nutzen haben, nur als 
Abarten von Vielecken zu betrachten pflegt. Die Mannigfaltigkeit sol- 
cher Vielecke wird aber bei zunehmender Seitenzahl immer gröfser, und 
eben so mufs auch die Anzahl der Kreise zunehmen, in denen sich die 
nemlichen Seiten zu Vielecken zusammensetzen lassen. Uebrigens leuch- 
tet ein, dafs blofs die verschiedene Aufeinanderfolge der Seiten zur Ver- 
mehrung der Kreise nichts beitragen kann. 

Der Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist eine nähere Untersuchung 
der Beschaffenheit der gedachten Gleichungen. Ich habe darin, wenn 
auch nicht sie selbst entwickelt, doch einen einfachen Weg zu ihrer 
Entwicklung nachgewiesen, und hoffe, dafs dieser Weg, so wie die Be- 
stimmung des Grades der Gleichungen, die Betrachtung der Natur jener 


*) Diese Abhandlung ist, wie der Herr Verfasser dem Herausgeber meldet, durch die Aufgabe 
No,21. Hefi1. Band. dieses Journals veranlafst worden. 
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sternartigen Vielecke, und noch einiges Andere für den Geometer nicht 
ganz ohne Interesse und für die Wissenschaft von einigem Nutzen sein 
werde. 

Scı 4 ein Punct in der Peripherie eines Kreises, B ein zweiter 
Punct in derselben, den man sich anfangs mit 4 zusammenfallend denke. 
B trenne sich hierauf von 4, und bewege sich immerfort nach dersel- 
ben Hichtung, etwa von der Linken nach der Rechten, wenn man sich 
selbst innerhalb des Kreises befindet. 

\Vährend auf diese Weise der Bogen AB ohne Ende wächst, und 
der Punct BZ jedesmal, wenn der Bogen einem Vielfachen der Peripherie 
gleich geworden ist, mit dem Puncte 4 von Neuem zusammenfällt, wird 
die Sehne #2, deren anfänglicher Werth =0 ist, so lange zunehmen, 
bis der Bogen #2 = 180° geworden, wo sie die Gröfse des Durchmes- 
sers erreicht hat. Sie wird hierauf eben so abnehmen, verschwinden, 
wenn der Bogen bis zu 360° angewachsen ist, und alsdann durch 0 ir 
das Eintgegengesetzte übergehen, so dafs, wenn man die Sehne anfäng- 
lich positiv annımmt, sie nunmehr negativ wird, und während der Punct 
B den zweiten Umkreis beschreibt, die Sehne, eben so, wıe beim er- 
sten, nur negatıv, zu und abnımmt. Kommt hierauf B von Neuem 
nach #4, wird also der Bogen =2.360°, so geht die Sehne aus dem Ne- 
gativen in das Positive zurück, und so wieder umgekehrt, aus dem Po- 
sitiven ın das Negative, wenn der Bogen 3.360° geworden. u. s. f.' 

Bezeichnet daher 2 irgend eine positive ganze Zahl, und ® einen 
Bogen < 360°, so ist die Sehne des Bogens 2.360°-+@ positiv oder ne- 
gatıv, je nachdem 2 gerade oder ungerade ist. Der absolute Werth der 
Sehne aber ıst der Sehne von ® selbst gleich. Auch wird man sich 
leicht durch ähnliche Betrachtungen überzeugen, dafs dieser Satz seine 
Gültigkeit behält, auch wenn negativ genommen wird. 

Seien nun 4, B, C....M die Spitzen eines in einen Kreis be- 
schriebenen Vielecks, in der Ordnung, in welcher sie im Perimeter auf 
einander folgen, und daher ZB, BC.... MA die auf einander folgender: 
Seiten des Vielecks, deren Anzahl =. Dafs die Puncte 4, B, €.... 
auch in der Peripherie des Kreises nach dieser Ordnung fortgehen, ıst 
deshalb keinesweges nothwendig. Vielmehr ist dieser Fall nur als eın 
specieller und zugleich als der einfachste zu betrachten, indem alsdann 
keine Seite von der anderen innerhalb ihrer Endpuncte geschnitten wırd. 
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Man lasse nun von # einen Punct ım Kreise nach der einen oder 
anderen Richtung, die man für die positive nehme, ım Kreise fortgehen, 
bıs er nach 3, und zwar zum erstenmale kommt, d.h. nicht noch einen 
ganzen Umkreis weiter, wo er wieder in B eintreffen würde; hierauf 
von B weiter, bis er zum erstenmale nach C kommt, u. s. w., endlich 
von der letzten Spitze M bis zum erstenmale wieder zu der ersten A. 
Die Summe der so zurückgelegten Bogen wırd offenbar entweder 360° 
selbst oder ein gewisses Vıielfache davon, z.B. 2.360° sein. 

Die diesen Bogen zugehörigen Sehnen aber, oder die Vielecks- Sei- 
ten, sind nach dem vorhin Gesagten insgesammt als positiv zu betrach- 
ten, so wie man auch, ohne die positive Beschaffenheit aufzuheben, zu 
jedem einzelnen Bogen irgend ein gerades Vielfache von 360° hinzufügen 
oder davon wegnehmen, und daher die Summe aller = n.360° + 29.360° 
setzen kann. 

Man nehme jetzt bei demselben Vieleck die der vorigen entgegen- 
gesetzte Richtung im Kreise für die positive, und bestimme danach, wie 
vorhin, die Bogen Ab, BC.... MA. Jeder derselben wird offenbar die 
Ergänzung des vorigen zu 360°, d.h. = (m—.n) 360° sein, zu welcher 
Summe man aus gleichem Grunde wie vorhin, das Glied + 2». 360° 
setzen kann. 

Allgemein wird man daher bei einem Eck die Summe der Bo- 
gen AB, BC....MA, wenn die ihnen zugehörigen Sehnen oder Viel- 
ecks- Seiten ins gesammt positiv sein sollen, zu setzen haben 

—= (n+29)360 oder = (m —n+29)360°, 
wo m die Seitenzahl des Vielecks, 2 eine von der Aufeinanderfolge der 
Spitzen im Kreise nach einer festgesetzten Richtung abhängige, p aber 
eine beliebige ganze Zahl ist. | 

Hier zeigt sich sogleich ein merkwürdiger Unterschied zwischen 
den Vielecken mit gerader und denen mit ungerader Seitenzahl, oder, 
wie wir uns der Kürze wegen ın der Folge ausdrücken wollen, zwi- 
schen geraden und ungeraden Vielecken. Findet sıch z.B. bei 
einem vorgegebenen ungeraden Vieleck 2 gerade (ungerade), so stellt 
n+2p jede andere gerade (ungerade) und m —n%+2p jede ungerade 
(gerade) Zahl vor. 

Bei einem ungeraden Vieleck kann daher die Bogensumme einem gera- 
den sowohl, als ungeraden Vielfachen von 360° gleich gesetzt werden. 


£ 
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Bei einem geraden Vieleck hingegen ist, wenn z gerade (ungerade) 
sich ergiebt, +2» sowohl als m —nr7%+2p der Ausdruck jeder ande- 
ren seraden (ungeraden) Zahl. 

Alle, geraden Vielecke zerfallen daher in zweı verschiedene Klas- 
sen. Bei den Vielecken der einen Klasse ıst die Bogensumme einem un- 
geraden Vielfachen von 360° gleich; und diese Klasse heifse die erste, 
weil darin auch die einfachsten Vielecke, wo keine Seite der anderen 
innerhalb ihrer Endpuncte begegnet, begriffen sind. Bei den ungeraden 
Vielecken der zweiten Klasse kann die Bogensumme blofs geraden Viel- 
fachen von 360° gleich gesetzt werden. 

So ist z. B. bei dem Viereck ABCD, wenn B und D auf entge- 
gengesetzten Seiten der Diagonale #C liegen, die Bogensumme ZB + 
BC DA= 360°, oder 3.360° ete.; hhegen aber B und D auf ei- 
nerlei Seite von SC, so ist dieselbe Bogensumme —=2.360°, 4.360° etc., 
nach welcher Richtung man auch beı diesem, so wie beim vorigen Vier- 
eck im Kreise fortgehen mag. Mithin gehört jenes Viereck zur ersten, 
und dieses zur zweiten Klasse. Dagegen ıst bei einem und demselben 


Dreieck 45C, die Bogensumme BC +04, nach der einen Rich- 


tung gezählt, = 360°, oder 3.360° ete., nach der entgegengesetzten Rich- 


tung, = 2.360° oder 4.360° etc. 
Man kann auch immer schon aus der niedergeschriebenen Reihe 


der Buchstaben, nach welcher die damit bezeichneten Spitzen eines ge- 
seraden Viclecks in der Peripherie auf einander folgen, beurtheilen, ob 
das Vieleck zur ersten oder zweiten Klasse gehört. Vergleicht man nem- 
lich mit dieser Reihe die Ausdrücke für dıe einzelnen Seiten ZB, BC, 
CD....M4£, und finden sich in der Reihe beı einer ungeraden (geraden) 
Zahl der Seiten die zwei, jede Seite bezeichnenden Buchstaben, in der- 
selben Folge, als wie in jenen Ausdrücken, also auch bei einer ungera- 
den (geraden) Anzalıl ın umgekehrter Folge, so gehört das Vieleck der 
ersten ‘zweıten) Klasse an. 

So ist z. E. bei dem Sechseck (Fig. 1.) die Reihe der Spitzen in 
der Peripherie: 4BCDEF, und darin nur der Seitenausdruck F4 ın um- 


gekehrter Folge (#F) anzutreffen. Mithin ıst es ein Sechseck der er- 


sten Klasse. 


Bei dem Sechseck (Fig. 2.) ist die Reihe der Spitzen ABEDCF, 


worin AB. BC, EF in directer, und CD, DE, FA in umgekehrter Folge 
sich 
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sich finden, und das Sechseck gehört daher ebenfalls zur ersien Klasse, 
so wie auch (Fig. 3.) mit der Reihe ABDFET. 

Dagegen sınd (Fig. #.u.5.) zur zweiten Klasse zu rechnen, indem 
in der Reihe des erstern Sechsecks ABCFDE die zwei Ausdrücke Ül 
und P'4, in der Reihe des leizteren ZBEFCD die zwei Ausdrücke DE 
und F'4, umgekehrt anzutreffen sind. 

Die oben entwickelten Sätze lassen sich sehr einfach durch trigo- 
nometrische Functionen darstellen. Setzen wir nemlich die Bogen 45, 
BC.... MA resp. 

so ıst bei ungeraden Vielecken 


+ + ....+ 2u = p.360), 


oder, was dasselbe ausdrückt: 


sin@+ß+....+W)= 0. 


Ferner ıst bei den geraden Vielecken der ersten Klasse 


22a +2B +....+ = (2p + 19360), 
1. cos; ae +ß+....+u) = 0, 


und bei geraden Vielecken der zweiten Klasse 
22 +.... 2» .360°, 


sin3z +ß+.... =>. 

Mit Hülfe dieser Gleichungen I. II. IT“, können wır nun ohne Wer. 
teres an die Lösung der Haupt- Aufgabe gehen: Aus den gegebenen Seı- 
ien eines in einen Kreis zu beschreibenden Vielecks den Halbmesser des 
Kreises zu finden. 

Bezeichnen wir die Seiten des Vielecks, ZB, BC.... MA mit 2a, 


2by....2m, und den Halbmesser mit 7, so ist einleuchtend, dafs 


sınß=-—, 


also 


folglich 


oder 


oder 


und die gesuchte Gleichung zwisehen den Seiten und dem Halbmesser 
wird gefunden sein, wenn man mittelst der letzteren Gleichungen aus 
oder II. die Hülfswinkel «, ß....« eliminirt hat. 

Creile’s Journal. 11l. Bd. 1. Hft. 
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Zu diesem Zwecke wird man die Sinus und Cosinus der Bogen- 
summen in I. und Il. als Functionen der Sinus der einzelnen Bogen z, 
ß, .... darzustellen haben, und zwar als rationale Functionen dieser Si- 
nus, wenn die Gleichung zwischen r, a, b, c...., wie wohl immer ge- 
fordert wird, ratıonal sein soll. 

Um den hierbei zu nehmenden Gang mit möglichster Deutlichkeit 
vorzulegen, machen wir mit dem Dreieck den Anfang. Für dieses ist 
die Gleichung 

a) sn = 0. 

Damit sıe zuerst nach sin rational werde, erwäge man, dafs das We- 
sentliche der Function sınz, und jeder rationalen Function von sin 
überhaupt darın bestehet, dafs eine solche Function sich nicht ändert, 
wenn man statt @, &-+- 29.180, oder substituirt. Nun 
bleibt sin(2-+ durch erstere Substitution ungeändert, verwandelt 
sıch aber durch leiztere Substitution in sin(&—ß—Yy) Mithin wird 
die nach sinz rationalisirte Gleichung («@) sein: 

= 

als welche bei der einen sowohl, als bei der anderen Substitution für « 
unverändert bleıbt. 

Um jetzt diese Gleichung (5) nach sin ß rational zu machen, so 
kommt, wenn man auf der rechten Seite von (b) für ß, 

— ß + (?p +1) 150° setzt: 
sin 

mithin ergiebt sich die nach sin® rationalisirte Gleichung, wenn man 
das zuletzt Erhaltene ın (6) multiplieirt: 

11. sin@ +B—y=0. 
Zugleich aber erkennt man, dafs diese Gleichung Ill. nach siny schon 
rational ist, und es daher wegen sinYy keiner neuen Multiplication be- 
darf. Es bleibt daher nur die wirkliche Entwickelung der Gleichung 
Il. vorzunehmen übrig. Diese giebt, wıe man bald findet: 

sina’ + + siny' — 2 (sinß’siny’ + sin y’sin@’ + sin a°’sin ?) 
4sın «sin B’siny’ = 0, 
und wenn man sına =— etc. setzt: 


oder 


| 
£ 
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die bekannte Gleichung zwischen den halben Seiten eines Dreiecks und 
dem Halbmesser des umschriebenen Kreises. 

Auf ähnliche Weise wollen wir die Gleichung für das nächst fol- 
gende ungerade Vieleck, das Fünfeck, abzuleiten suchen. 

Die ursprüngliche Gleichung für dasselbe ist: 

ea) ine = 0. 
Verwandelt man darin @ in —«, und multiplicirt das Ergebnifs in («), 
so kommt die nach sin« rationalisirte Gleichung: 
Um (b) nach sin rational zu machen, verändere man in (b) das Zeichen 
von ß in das entgegengesetzte, und man erhält, wenn man das so ver- 
anderte (b) in das vorige multiplicirt: 
xsne— a 0, 
eine Gleichung, welche nach sin“ und sin zugleich rational ist. 
Hierin wird noch 
sin@ 
multiplicirt merden müssen, um eine auch nach siny rationale Glei- 
chung zu erhalten, und dieses neue Product noch mit 
sin 9) sin —a+ß+y— +2) 
x sin(@a—ß+y— sin 
x sine —y—d+ 2) sin —a+ß—y—0+ >) 
x sine sin —a— 
damit die Gleichung auch nach sind rational werde. 

Dieses ganze, aus 16 Factoren bestehende Produet läfst sich zur 
Uebersicht am bequemsten auf folgende Weise darstellen. Man be- 
zeichne das Product aus den 5 Factoren, welche man erhält, wenn man 
ın «a, von den 5 Bogen, nur einen auf einmal negativ setzt, durch 
Ssn(—a+ß+y40ö+e), und eben so das Product aus den 16 Factoren, 
welche entstehen, wenn man in a, zwei Bogen immer zugleich negatıv 
nimmt, durch Ssin—a—ß-+y+ö+e). Alsdann ist das Product aus 
alien 16 Factoren: 

und dieses, gleich Null gesetzt, wird zur unmittelbaren Entwickeluns 


der rationalen Gleichung für das Fünfeck dienen. Denn dafs auch sine 
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rational darin vorkomme, folgt sogleich daraus, dafs die nach sing, ..... 
sind rational gemachte Gleichung nach «, ß, y, e zugleich symme- 
trısch ıst. 

Es ist nun nicht schwer auf diesem Wege weiter fortzugehen, und 
die Gleichungen für ungerade Vielecke von noch mehreren Seiten zu 
entwickeln. So wird mit Anwendung der vorigen Bezeichnungsart für 
das Siebeneck die Gleichung sein: 

VI 
x = 0, 
wo von den drei durch 3 angedeuteten Producten das erste aus 7, das 
zweite aus 21, das dritte aus 35 Factoren bestehet. Dafs aber alle diese 
Factoren, und au/ser diesen keine anderen nöthig sind, um sin Fr) 
nach sinz, sinß, .... rational zu machen, Jläfst sich folgenderge- 
stali übersehen. 

Zuerst ıst klar, dafs, weil sin(@+ß-+-....-+7) eine symmetrische 
Function von ..... „ist, auch P nach diesen Gröfsen symme- 
trisch sein mufs, wenn wir, der Kürze willen, durch P=0 die ratıo- 
nalısirte Gleichung vorstellen. 

2?) Aus der bei dem Drei- und Fünfeck angewandten Methode erhel- 
let, dafs P ein Product von Factoren von der Form sin (Ta tn) 
sein mufs. 

3) Jeder dieser Factoren an sıch ıst ırrational, giebt aber in Ver- 
bindung mit den jedesmal »2—ı übrigen das rationale P. 

4) Es ıst gewils, dafs sin(—&-+-ß+....+n) einer der mFactoren 
ist. Mithin kann man JP’ auch, als durch Rationalisirung dieses Factors 
hervorgehend betrachten. Ursprünglich aber entstehet P durch Rationa- 
lisirung von sin(@-+-ß--....+n). P wird sich folglich nicht ändern, 
wenn man darin —« für &, und der symmetrischen Form wegen, über- 
haupt irgend ein Element in jedem der zr»Factoren miit dem entgegen- 
gesetzien Zeichen nımmt; d. h. es müssen durch diese Aenderung des 
Zeichens dieselben Factoren, nur in anderer Ordnung, zum Vorschein 
kommen. 

5) Hlieraus folgt nun leicht, dafs ın den Sinussen sin(FzFßr....), 
woraus 2° zusammengesetzt, alle möglichen und absolut verschiedenen 
Combinationen der Bogen &, 2, ..... durch und — vorkommen müs- 


| 
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sen, so wıe auch, dafs jeder Sinus auf gleiche Art da sein muß, d. h. 
jeder entweder in der ersten oder in der zweiten oder dritten etc. Potenz. 


6) Es reicht aber hin, alle die verschiedenen Sinus, welche man 
Ps 9% 7, $ nenne, nur in der ersten Potenz zu nehmen. Denn gesetzt, 
dafs durch Vertauschung des & mit —«, p in g und g in 2, r in s und 
s in r übergehe, so werden schon die einzelnen Producte 9, 75, ..... 
rationale Functionen von sına, also auch das ganze pyrs..... eine ratio- 
nale Function desselben Sinus sein. Eben so ist klar, dafs durch Zei- 
chen- Aenderung des & von allen den verschiedenen Sinussen 9, 9,7, 8 ...., 
die eine Hälfte in die andere, und umgekehrt, übergehen mufs, und dals 
schon die einzelnen Producie je zweier sich gegenseitig in einander ver- 
wandelnder Sinus nach sin? rational sein müssen. Dasselbe zilt von 
der Rationalität nach sıny u. s. w. Folglich wird schon das einfache 
Product pgrs..... selbst, nicht erst eine höhere Potenz desselben, nach 


allen den einzelnen sin, sin, ....., rational sein. 


Da nun in der That die linke Seite der obigen Gleichung alle Sı- 
nus enthält, die aus der Form sin(*2+ß+....+n) durch alle mög- 
lichen Combinationen der Vorzeichen entstehen, und auch jeder Sinus 
nicht mehr als einmal vorkommt, so mufs durch diese Gleichung die 
ursprüngliche, sin(&+.....7)=0, und zwar auf die einfachste Weise, 
rational gemacht seın. 


Nach denselben Schlüssen wird allgemein in der rational gemach- 
ten Gleichung für das (22 --1)Eck auf der einen Seite Null und auf 
der anderen ein Product aus folgenden Factoren stehen: 

1) der Sinus / der Summe aller 2n--ıBogen ß, ....; 

2) die 27 +1Sinus, welche hervorgehen, wenn man in / einen der 
2m--ı Bogen negatıv nımnit; 

3) die (2m--1)? m 


gen zugleich negatıv nımmt; 


Sinus, die aus / erhalten werden, wenn man 2 Bo- 


1)2m(2m—1 
4) die Sinus, wenn man 3 Bogen zugleich nega- 


tiv setzt; u. Ss. w. 


und endlich die T 5 = Sinus mit 772 negativen Bogen. 


Die Anzahl aller dieser Sinus ist = 2". 


> 

> 
> 
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Wir gehen nunmehr zu den Vielecken von gerader Seitenzahl fort. 
Sıe zerfallen, wie oben gezeigt wurde, in zwei Klassen, von denen wir 


aber nur die eine, — es sei die erste, — einer umständlicheren Betrach- 
tung zu unterwerfen nöthig haben. 


Für das Viereck der ersten Klasse ıst die zu rationalisirende Gleichung 
cos! a +y+0) = 0. 

Dieser Cosinus wird, wenn man für 8 —& + (2p-+-1) 180° substituirt, 

ferner wird sin$(—«-+ß....) durch die nemliche Substitution 

sin (&+ß...)— = —cosz 1)90°; 

mithin wird bei dieser Substitution, weil [sin(2»+ 1)90°P=1, das Pro- 
duct cos$(&+ß....)sinz(@-+ß....) ungeändert bleiben. Es findet sich 
aber eben so leicht, dafs dieses Product sich nicht ändert, wenn man & 
mit #-+2p.180° vertauscht, indem dadurch 

cos} (@+ß....) in eos[!(@+P)+ 7.1807] = cos}(@-+P)cos(p. 180"), 

in = sin —a+ß) cos(p.180°) 


übergeht, und 
[cos(p.180%)]” = 1 ist. 


Es mufs folglıch 
—a+ß....) 
nach sin« rational sein, so wie es auch ın der That = $sin(ß...)—Isin« 
ist, Da nun ebenso, wenn man —# für & setzt, auch cos! (—a+Pß....) 
x sin$(@-+-ß....) nach sın rational sein mufs, so entspringt daraus 
die Regel, dafs, um cos oder sing (@-+-P....) nach sin« rational zu ma- 
chen, man darın sin oder cos3 (—&—+ß....) multipliciren muß. 


Die nach sin rationalisirte Gleichung für das Viereck ist daher: 
cost = 0. 
Um sıe nach sin rational zu machen, wird in sie nach jener Regel 
cos; —a—ß+y+)) 

zu multipliciren seın. In dieses, jetzt aus vier Facioren bestehende Pro- 
duct man 
um es nach sıny rational zu machen. Hliernach ist die nach sin«, sinß, 
siny rationalisirte Gleichung des Vierecks: 
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cosz (a cos; (—a—P+Y+0) 
IX 
x sing —a+ß+y+Ö) sing 
x 
Da aber = cos} (a —y—)) ete., so leuchtet 
ein, dafs diese Gleichung nach «, ß, Y 0 symmetrisch, mithin auch 
nach sin‘ rational, folglich die gesuchte Gleichung ist. 


Hieraus läfst sich endlich die Gleichung zwischen r, «, b, c, d etwa 
auf folgende Weise am kürzesten ableiten. Multiplicirt man je zwei 
unter einander geschriebene Factoren, so kommt: 

[sine —sin (+ y-+ö)]| [sine + sin 
x [sin« + sin (—y-+ö)] sine + sin -+y—0)| = 0, 
welche vier Factoren man der Reihe nach f, g, A, ! setze. Man hat 
weiter: 

Sg = — —Fcos2ß-+ 

hi= sin@ + 2sinasinßcos(y—d)— Zcos2ß+ Zcos2 (y—)). 

Man setze nun einstweilen r =1 und hiernach sine = «a, sinß =b etec., 
so wird 
= cosycosd + cd, 
cos2ß = 1— 
= 2cdcosycoso, 

und hiernach: 

fg = — cos0, 

hi= @ cosd, 
folglıch: 

= —e—d’)’+ 4cd(ab+cd) (a +b’— d’)—4(ab+ cd)’ (1—c’—d') 
und wenn man jetzt noch r hinzufügt, so dafs alle Glieder einerleı Dıi- 
mensiıon erhalten: 

[a (ad + cd’ — —e— — d) 
welche Gleichung sich ohne Schwierigkeit auf die bekannte Form brin- 
gen lalst: 
— 

Bedeuten a, b, c, d nicht, wie oben angenommen wurde, die halben, 

sondern die ganzen Seiten, so fällt der Factor 4 weg. 
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Um jetzt die rationale Gleichung für das Sechseck und die höheren 
seraden Vieleke überhaupt zu finden, wird es genug sein, zu überlegen 

1) dafs diese Gleichung nach allen den darin vorkommenden 2 m Bo- 
gen (wenn 2 dıe Seitenzahl ist) symmetrisch sein muls; 

2) dals, indem man in cos$(&-+Pß-FY.....) nach und nach einen, 
zwei, drei Bogen etc. negatıv nımmt, der cosinus in sinus, hierauf wie- 
der in cosinus und so fort, abwechselnd, zu verwandeln ist, wie dies 
unmittelbar aus obiger Regel folgt: dafs man also überhaupt cos oder 
sin vorzusetzen hat, nachdem die Anzahl der negativen Bogen, und folg- 
lich auch der positiven (weil die Anzahl aller = 2m), gerade oder un- 
gerade ıst; 

3) dafs höchstens nur 7» Bogen negativ zu nehmen sind, indem die 
cosinus oder sinus bei 72-7 negativen Bogen mit den cos. oder sın. 
bei 2» — nr negativen, die Cosinus ganz, die Sinus doch ihrem absoluten 


Werth nach, identisch sind; 
4) dafs man aus eben dem Grunde von den Factoren mit 7m negatı- 
ven Bogen nur die eine Hälfte beizubehalten hat; z. B. alle diejenigen, 
worin & negativ vorkommt, wıe ın IV. 
Nach diesen Betrachtungen wird die rationalisirte Gleichung für 
das Sechseck sein: 


o= 


x sint—a+ß... sinzs( a 


Die Anzahl sämmtlicher Factoren ıst 
6.9 

++ = 
Dafs aber dieses Product nach allen sin, sinß, ... . sind rational ist, 
ergiebt sich leicht daraus, dafs für jeden dieser Sinus je ? Factoren zu- 
sammengehören, die ein nach demselben ratıonales Product mit einander 
bilden. So gehört z. B. nach sind zu dem Factor sin {( —a—B—y-+ö-Fe-L) 


und umgekehrt zu letzterem der erstere, indem ihr Product 


32, 


5) 


N 
1Sst. 


= z5ın 
Auf gleiche Art wird überhaupt die ratienalisirte Gleichung für 


das 2 Eck der ersten Rlasse seın: 
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+...) 


und so fort, bis zu dem EN aus allen den Cosinussen (wenn 2 se- 


rade), oder Sinussen (wenn 7 ungerade), bei welchen nebst einem und 
demselben Bogen, z.B. 2, noch 2» — ı andere negativ, die m übrigen 
aber positiv sind. 


Die Anzahl sämmtlicher Factoren ist: 
?m—1) 


2m( 
ı1-2m+ 15 4... 


2m. 
Was die geraden Vielecke der zweiten Klasse anbelangt, so hat die hier- 
bei rational zu machende Gleichung die Form: 

. T 

sin; a 
Nach der oben gegebenen Regel wird diese Gleichung nach sına ratio- 
nal gemacht, wenn man sie mit cos} (— a -+ß--....) multiplieirt, und 
dieses nach sin & ratıonale Product wird auch nach sin rational wer- 
den, wenn man es mit cos} (a— P-FY....) siny ( 
plicirt etc. Die rationalisirte Gleichung eines geraden Vielecks der ten 


....) multı- 


INlasse erhält man also unmittelbar aus der Gleichung desselben Vielecks 
der ersten Classe, wenn man in letzterer Gleichung die \Vörter sinus 
und cosinus mit einander verwechselt. So wird z.B. dıe rational ge- 
machte Gleichung für das Viereck der zweiten Klasse sein: 


3 sing sing (—a+ß—y4+) 
o= x 

x 

Hier ist also bei den Cosinussen die Anzahl der negatıven Dosen 
ungerade und bei den Sinussen gerade, während dafs beı der ersten Klasse 
das Gegentheil Statt fand. Daraus ergiebt sich ferner, dafs IV. ın IV*, 
VI. in Vi”. ete., und umgekehrt, auch dann sich verwandelt, wenn man 
irgend einen der 2m Bogen, z.B. «, oder auch irgend drei, fünf etc. Bo 
gen negativ nimmt, dafs aber die Gleichungen IV., VI. etc. sowohl als 
IV*, VI®, etc. unverändert bleiben, wenn man irgend eine gerade An- 
zalıl der 2rn Bogen mit dem entgegengesetzten Zeichen nimmt. Es wird 
!olglich auch die daraus abgeleitete Gleichung zwischen r, a, b, c.... 

Creile's Journal. Bd, 1. Hift. 
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eines geraden Vielecks der einen Klasse in die Gleichung des der an- 
deren Klasse zugehörigen Vielecks sich verwandeln, oder sich nicht än- 
dern, je nachdem man einer ungeraden oder geraden Anzahl der Sei- 
ten entgegengesetzte Werthe giebt. 

Die Gleichung zwischen r, a, b.... für das Viereck der zweiten 
Klasse wırd daher sein: 

(a +b+cH+d) —a—b+e+d) —a+b—c+d) —a+b+ce—d)r 

— k(ab—cd)(ac—bd)(ad—be). 

Diese Gleichung, so wie die vorige für das Viereck der ersten Klasse, 
besitzen demnach die Eigenschaft, dafs die eine in die andere überge- 
het, wenn man irgend eine der vier Gröfsen negativ nimmt, dafs also 
jede derselben für sich auf gleiche Art sich ändert, man mag @ in —a, 
oder 5b ın —b etc. verwandeln, und dabei in dem ersten Zustande so- 
wohl, als in dem geänderten, nach «, b, e, d symmetrisch ist. Wir schlie- 
fsen hieraus, dafs jede der beiden Gleichungen, in einzelne Glieder auf- 
gelöset, aufser symmetrischen Functionen vor d’, als welche 
bei jedem Zeichenwechsel der Elemente «, b,.... dieselben bleiben, noch 
das Product abed enthalten werde, welches die einfachste symmetrische 
Function von a, b, e, d ist, die sich bei dem Zeichenwechsel eines jeden 
ihrer vier Elemente auf gleiche Art ändert. Und ın der That lassen sıch 
die Gleichungen IV. und IV“. ın folgender Form darstellen: 

— —...— +....+ cd) +Sabed]r 

wo das obere Zeichen für dıe erste, das untere für die zweite Klasse 
gilt. Auf ähnliche Art wird die Gleichung für das Sechseck aus sym- 
metrischen Functionen von b?....f” und aus dem Producte adcdef 
zusammengesetzt sein, u. S. w. 

Die Gleichungen für ungerade Vielecke dagegen enthalten nur sym- 
metrische Functionen von «@°, 5°, €.... und bleiben daher bei jedem 
Zeeichenwechsel ihrer Elemente unverändert. 

Noch kann man bemerken, dafs die zweı ratıonalısırten Gleichun- 
gen der ersten und zweiten Klasse eines geraden Vielecks, in einander 
nultiplicirt, ein Product geben, welches die Form der rationalisirten Glei- 
chung eines ungeraden Vielecks hat, nemlich: 

cos} a 
0, 


N 
- 
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einerlei mit 
sine +ß+...)2sin —a+ß-+...)....=0; 

und dafs, wenn man auch beı einem ungeraden Vielecke als rational zu 
machende Gleichung eine Gleichung von derselben Form, wie bei gera- 
den Vielecken, zum Grunde legen wollte, man dennoch zu derselben ra- 
tionalisirten Gleichung wıe vorhin, gelangen würde. Setzte man z. BD. 
für das Dreieck die Gleichung cos3 (a +ß-+Y)=0, so müfste man sie, 
um sie nach sin& rational zu machen, mit sin#(— ++ Y), und we- 
gen sinß noch mit + Y)cos3;(— a multipliciren. 
Dieses Product ıst aber noch nicht nach siny rational, sondern wird es 
erst durch Multiplication mit 

sing(a +B—Y) cos3(— a (a —P—Y sing 
wodurch man auf die obige Gleichung I. zurück kommt. 

Das Bisherige wird genug sein, um zu sehen, wie man aus der 
Seitenzahl irgend eines ın einen Kreis zu beschreibenden Vielecks die 
Gleichung zwischen den Seiten und dem Halbmesser des Kreises finden 
könne, zugleich aber auch um einzusehen, dafs diese Gleichungen, die 
bereits entwickelten für das Dreieck und Viereck ausgenommen, schon 
vom Fünfeck an sehr zusammengesetzt sein müssen. Ohne daher im 
Gegenwärtigen diese Entwicklung selbst vorzunehmen, will ich jetzt 
nur die hierbei gewifs noch am meisten interessirende Frage zu beant- 
worten suchen, bis auf welchen Grad eine solche, nach den Potenzen 
von r geordnete Gleichung steige, wie viel also verschiedene Kreise exi- 
stiren, in denen aus einer gegebenen Anzahl von Seiten ein Vieleck zu- 
sammengesetzt werden kann. 

Weil in der Gleichung zwischen r, a, db, e.... nur die Quadrate 
von a, b...., und bei geraden Vielecken noch das Product aus allen Sei- 
ten vorkommen, so ersieht man zuerst, dafs die Gleichung nur gerade 
Potenzen von r enthalten könne, und dafs sie mithin, nach ihnen geord- 
net, von der Form sein werde: 

0) 
wo A, B, C.... rationale, ganze, symmetrische Functionen von «@*, b*.... 
(und abe....) sind, und p eine ganze, von der Seitenzahl abhängige, 
jetzt eben zu bestimmende Zahl ist. Diese Gleichung läfst sich nemlich 
in » Factoren von der Form r’—9 auflösen, deren jeder, wenn anders 9 
eine mögliche und positive Gröfse ist, einen besonderen Kreis, dessen 


.) 
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Halbmesser = + yY, zu erkennen giebt, in welchen das Vieleck be- 
schrieben werden kann. Das Doppelzeichen +, womit hiernach jeder 
Halbimesser behaftet erscheint, rührt daher, dafs die Richtung des Halb- 
messers, nach welcher er als positiv oder negatıv bestimmt wird, hier- 
bei nicht ın Betracht koınmen kann. 


Um nun den Grad der Gleichung, oder 2» für ein gegebenes n zu 
bestimmen, wird es hinreichen, das erste und letzte Glied der Gleichung 
zu entwickeln, worauf dann der Unterschied zwischen den Dimensionen 
dieser Glieder dem gesuchten 2>» gleich sein wird. Um die dabei an- 
zuwendende Metliode zuerst am Dreieck darzulegen, so ist in der ratio- 
nalısirten Gleichung III. der erste Factor des = 0 gesetzten Products: 
sin(2-+- (24 y), den man jetzt unter folgender Form darstelle: 


lcos(«+ß--yY) — z;leos@+£-+Y) — 


= 7; -+-Zsine) (cosß+7sinß) (cosy Hisiny) 
(cosß—!sınß) (cosy—!siny) = a, 


wo i= y—-ı ist; und auf gleiche Weise 
1 
(cosß+isinß) (cosy-+isiny) 
— 7, (cose +/sin (cosß — (cosy—isiny) u. Ss. w. 


Es ist aber, wenn man einstweilen r=1 nımmt: 

etc. 

Substitwirt man diese Ausdrücke ın a, b...., so werden sich in dem 


cos& + isına 


— 


cosß + 


Producte abcd die Wurzelzeichen gegenseitig vernichten, und dieses Pro- 
net —=0 gesetzt, und mit Tlinzufügung der Potenzen von r die Dimen- 


sionen tiberall gleich gemacht, wird die gesuchte Gleichung für das Drei- 


eck erhalten werden. 


ı demseiben Resultate wird man nothwendig auch gelangen, wenn 


inan statt der Wurzelgrölsen y(1—.«@°) etc., ihre Entwickelungen in un- 


endliche Reihen: 1— 3«@”—.... etc. substituirt. Zugleich aber bieten 
diese, nach aufsteigenden Potenzen von @,.... geordneten Entwickelun- 
sen ein einfaches Mittel dar, um von der Gleichung abıd=0 das Glied 


von der niedrigsten Dimension separat darzustellen, dadurch nemlich, 
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dafs man von jeder Reihe ebenfalls nur das niedrigste Glied, welches 
überall = 1 ıst, beibehält. Hierdurch wird 
c0s4 Fisina —= 1tia, etc. und 
= ie) —5;(1— 2a) (1—ib) (1—Lc), 


und wenn man diese Producte entwickelt, und dabei gleichfalls nur die 


niedrigste Dimension von a, b, e stehen läfst: 

undedbn ob= —a-tb-+cu w, 
folglich das niedrigste Glied in abıd, = 

(«+5+0) 

So wie das niedrigste Glied durch Auflösung der Wurzelgröfsen YV(1—.«@°) 
etc. in Reihen, nach aufsteigenden Potenzen von @, ..... erhalten 
wurde, eben so wird sich das Glied ergeben, welches die höchsten D:- 
vensionen von @, b, e in sich falst, wenn man die Wurzelgröfsen nach 
absteigenden Potenzen entwickelt, und von diesen Reihen gleichfalls nur 
den Anfang beibehält. Alsdann ist 


folglich 
1 1 1 1 1 


weil das zweite Glied, wo @, d, ce im Nenner vorkommen, gegen das 
erste wegzulassen ıst. Aus eben dem Grunde hat man 


1 1 1 1 1 bc 
2ia 2i 2 2ib Pic a ’ 
ac 


folglich das höchste Glied in ab d — —babe. 2.2.9 = — 

Da dieses nur um zwei Dimensionen höher als das niedrigste ist, 
so ist die Gleichung selbst nur vom zweiten Grade, hat folglich keine 
Mittelglieder, und ist nach Hinzufügung von 7°: 

wıe schon oben geiunden wurde. 

Auf ähnliche Art lassen sich auch die Gleichungen für das Fünteck 


und die ungeraden Vielecke mit noch mehreren Seiten behandeln. Ueber- 
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haupt nemlich wird von 
nach aufsteigenden Potenzen von a, b, c entwickelt, das erste oder nie- 
drigste Glied =taetbre.... sein. Entwickelt man aber denselben 
Sinus nach absteigenden Potenzen, so ist das erste und also höchste Glied 
= — (aib)T* oder 

nachdem die Dimension des einen oder des anderen Ausdrucks positiv 
ıst; wobeı sich, weil die Anzahl von a, b, c.... ungerade ist, die 2 im- 
mer gegenseitig aufheben werden. 


Bei dem Fünfeck ıst demnach von 
sin 
das nıedrigste Glied P in der Gleichung (©), = 


und dessen Dimension = 1 +5 +75 — 16; für das höchste Glied 4 


hat man 
+3 
4 4bcde 
sin—a+ß+ ..:... = zib .2ie.2id.ie= ——, 


folglich 4 selbst 


a ab 
d dessenDimension =5.1+3.5+1.7%, weil jeder der 5 unter d 
und dessen Dimension =5.1+3.5+ 1.75, weil jeder der 5 unter dem 


ersten D begriffenen Factoren von der dritten, und jeder der 10 Facto- 
ren unter dem zweiten Z von der ersten Dimension ist; folglich der Un- 
terschied der Dimensionen zwischen 4 und P, oder 5 (3—1)5 
—4+2.5Sundy=2+1.5=7; d.h. die Gleichung für das Fünfeck 
ıst nach r” vom siebenten Grade. Sind daher alle 7 Wurzeln dieser 
Gleichung möglich, so giebt es sieben (im Allgemeinen) verschiedene 
Kreise, ın welche sich mit den gegebenen fünf Seiten ein Fünfeck zeich- 
nen lafst. 
Weil 
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und 
so ıst das höchste Glied, entwickelt = — 4’a’b"c"d’ ce"; mithin das Pro- 
duct aus den Quadraten aller 7 Halbmesser 


914 4615... .e® 
folglich, wenn @, d,.... nicht die halben, sondern die ganzen Seiten 
selbst bedeuten: 


3193 3 
a 


Um eın einfaches Beispiel zu geben, wie sich mit denselben fünf 
Seiten in sieben verschiedene Kreise Fünfecke beschreiben lassen, so 


wollen wır zuerst alle fünf Seiten einander gleich annehmen. Alsdann 
reduciren sich die sieben verschiedenen Kreise auf drei, indem fünf der- 
selben einander gleich werden. Das in den gröfsten derselben (Fig. 6.) 
einzuschreibende Fünfeck ist das gewöhnliche regulaire, das Fünfeck in 
dem kleinsten derselben (Fig. S.) ist das unter dem Namen des Pentalpha 
bekannte. Das Fünfeck in dem mittleren Kreise (Fig. 7.) hat die Ge- 
stalt eines regulairen Dreiecks, indem hier drei auf einander folgende 
Seiten, z.B. BC, CD, DE, in einander fallen. Lassen wir nun jede der 
fünf Seiten um beliebige kleine Gröfsen verkleinert oder vergröfsert wer- 
den, so werden (Fig. 6. und 8.) ihre Gestalt nicht wesentlich ändern; in 
‚Fig. 7.) aber werden die drei zusammenfallenden Seiten etwas aus einan- 
der gehen, und dadurch Figuren, wıe (9., 10. und 11.) bilden. Da nun 
die mittelste der drei vorher in einander fallenden Seiten, jede der fünf 
Seiten sein kann, so entstehen aus (Fig. 7.) fünf verschiedene Fünfecke und 
eben so viel, wenn auch nur wenig, von einander verschiedene Kreise. 


Man siehet aus dieser für das Fünfeck angestellten Untersuchung, 
dafs überhaupt aus jedem, in der rationalisirten trigonomeirischen Glei- 
chung alsFactor vorkommenden Sinus, sin( «a +ß+y....) für das Glied 
P in der nach Potenzen von r” geordneten Gleichung © ein Factor von 
der ersten Dimension (Faetb+.....), für das Glied 4 aber ein Factor 
von der Dimension f— g erwächst, wenn von allen den in sin(* &*+....) 
vorkommenden Bogen, f derselben einerlei Zeichen, die g übrigen das 
entgegengesetzte haben, und f die gröfsere Zahl ist; dafs mithin die Dif- 
ferenz der Dimensionen von f und P, =2p, wegen jedes *. 


- 
4 
| 
„x 


2. uber Fielecke un Kreise, 


einen Zuwachs von —g—1, und also wegen jedes Ssin(+=+.....) 
einen Zuwachs von z(f—g—1) Einheiten erhält, wenn die Anzalıl der 
unter enthaltenen, ın einander zu multiplicirenden Sinusse —= n ist. 


Wenden wir dieses auf das Siebeneck an, dessen rationalisirte 


Gleichung 
(—e+...)Zsın 3 sin = 0 


ist, so haben wir für g=0; für das Iste S, 


_ 6 
n=7; für das zweite, f—g =3, n= für das 


| 
also /—g— 1 der Reihe nach = 6, 4, ?, 


und daher 


2p = 6.1+4.7+2. 


p 3. 


und es kann folglich acht und dreifsig verschiedene Kreise geben, 
in welchen sich mit denselben gegebenen sieben Seiten Siebenecke be- 


m 
“ 


38, 


schreiben lassen. 
Eben so ist nun auch im Aligemeinen beı dem (22 + 1) Eck 


für 


und hiermit, wenn man von f—g—-1 die halben Werthe nimmt: 
2m .2m—1 


p=m.1-+ (m—1)(am+1) + (m—2) — +(m—3) 


Dieser Reihen- Ausdruck für p lafst sıch aber leicht in einen geschlos- 


senen Man hat: 


m! ı+@m +) + 
(Om 
— 1) + m Im—1) tl. 


Weit 
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Weil nun 


(m-1N.... (m-45) , (2 
1l.....m—l + 1 
und 
Im. 2 Im... m-+2 Im. 
so wırd 
welches sich ohne Weiteres auf 
2m+1 2m.?m—1..... m+-2.m+1 


reducirt. Hiernach ıst also der Grad der nach 7° geordneten Gleichung 


für das Dreieck... = zu 3, 

- Finlick... = = 7, 

- Siebeneck.. = 38, 

- Neuneck .. = ’ 187, 


Eilteck . 1333537? =9% 


23: 32, 1. 10.9.8.7 
Dreizehneck 7517773 3958, 


u. s. w., welche Zahlen, wie man Fe so schnell wachsen, dals mit 
der Formel für das Dreizehneck ein schon ziemlich starkes Buch aus- 
gefüllt werden könnte. Es lassen sich diese Zahlen auch noch sehr ein- 
fach auf recurrirende Weise darstellen. Es besteht nemlich der Ans- 
druck für » aus zwei Theilen: einem Binomial-Coefficienten und einer 
Potenz von 2. Ebenso ıst für das Eck: 
2m —1 2m—2.2m—3.....m+1. m 
2 1. 
Elıminirt man nun aus den Ausdrücken für » und p, das eine Mal die 
Binomial- Coefficienten und das andere Mal die Potenzen der ?, so erhäli 
man folgende zwei recurrirende Bestimmungen: 


2m—1.2m—2..... m--1 


— am 
Pı — 2 


p—4p, = 


wonach 
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+)=41 +3, 
+N)=47 +5, 
187 4(18.35 = 4.38 +12, 


574 = = 4.1857 755 U Ss W. 


Noch fliefst hieraus, dafs p:p, > 4:1, d.h. dafs jede folgende Zahl grö- 
(ser als das Vierfache der vorhergehenden ıst. In der That sınd dıe Ex- 


ponenten des Verhältnisses p:p,, der Reihe nach: 


Auch läfst sich zeigen, dafs diese Ueberschüsse der Exponenten über 4 
immer kleiner und über jede angebbare Grenze kleiner werden, je wei- 
ter man in der Reihe fortgehet. 

Was nunmehr den Grad der Gleichung für ein gerades Vieleck 
betrifft, so ist zuerst einleuchtend, dafs die Gleichungen für das 2m Eck 
der einen und anderen Klasse von gleichem Grade sein müssen, indem 
jede dieser zwei Gleichungen in die andere durch blofse Veränderung 
des Vorzeichens irgend eines der Elemente übergehet. Sodann läfst sich 
zeigen, dafs diese zwei Gleichungen für das 272 Eck von demselben Grade, 
als die Gleichung für das nächst niedrigere ungerade (272 —1ı) Eck, sind. 

Um diesen Satz zuerst an der Gleichung für das Viereck zu er- 
läutern, so ist die Gleichung IV., wenn man darin den Sinus des letzten 
Bogens 0 schon rational darstellt: 

o = |sin(a +y)— sind] |sin(—a +Pß-+Y)+ sind] 
x Isin(@—ß+Y)+ sind] [sin (@ + ß—y) + sin]. 
Von der hieraus abzuleitenden rationalen Gleichung zwischen a, b, c, d 
wollen wir nun, eben so wıe vorhin, das Glied von der niedrigsten und 
das von der höchsten Dimension zu bestimmen suchen. Zu diesem Zweck 
wird in beiden Fällen für sind nur d zu substituiren sein. Dagegen 
wird man die übrigen Sinus sin(+@X*....), wie oben beim Dreieck, 
das eine Mal nach aufsteigenden, das andere Mal nach absteigenden Po- 
tenzen von a, Ö, ce zu entwickeln, und von beiden Entwickelungen nur 
die Anfangsglieder beizubehalten haben. Substituirt man daher die beim 
Dreieck für diese Glieder gefundenen Werthe, so ergiebt sich in der 


Gleichung des Vierecks das Glied von der niedrigsten Dimension 
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—= (ü+b+ce—d) (a 
und das Glied von der höchsten: 
b 
= H d), 

welches sich, wenn man ım ersten Factor das einfache d gegen das 
Product abc, wie erforderlich, wegläfst, auf 

— bd)(ab + cd) 
reducirt. Da nun letzteres Glied nur um zweı Dimensionen höher als 
das erstere ist, und die Gleichungen für die geraden sowohl als ungera- 
den Vielecke nur gerade Potenzen von r enthalten können, so wird letz- 
teres Glied, mit Hinzufügung des ersteren, durch r® noch multiplicirten 
Gliedes, = 0 gesetzt, die Gleichung für das Viereck sein; vollkommen 
so, wie sie bereits oben auf anderem Wege gefunden wurde. 


Wenden wir dieselbe Verfahrungs-Art auf die Gleichung VI. für 
das Sechseck der ersten Klasse an, so verwandelt sıch das darın = 0 
sesetzte Product von 32 Factoren, wenn man dasselbe nach dem Sinus 
des letzten Bogens & rational darstelit, und deshalb je einen Sinus mit 
einem Cosinus multiplicirt, ın ein Product aus 16 Factoren von der Form 
sin(tTaetßH+t....te)tsinl, wobei sind des Vorzeichen + oder — 
erhält, nachdem in sin(+&@*+....) die Anzahl der positiven Bogen, 
die ich ımmer gröfser annehme als die Anzahl der negativen, szerade 
oder ungerade ist. Zu demselben Producte wird man daher auch gelan- 
gen, wenn man in der rational gemachten Gleichung V. für das Fünfeck, 
zu jedem der 16 Sinusfactoren noch sind mit + oder — nach der eben 
gegebenen Vorschrift hinzufügt, so dafs sich die Gleichung VI. auch 
unter folgender Form darstellen läfst: 


lin a sind] 
—a— = 0. 
i)enn man sıeht leicht, dafs die zweı Factoren von der Form: 
und 
sinz 
in welche jeder dieser i6 Factoren aufgelöst werden kann, unter den 32 
Factoren von VI. vorkommen müssen, so wıe auch, dafs man unter den 
32 aus dieser Auflösung entstehenden Factoren keine zweı einander gleich 


hekommt, 


A* 


= 
4 
— 
>» 
= - 
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Indem man nun die Gleichung VI. in ihrer gegenwärtigen Form, 
eben so wie im Vorigen die Gleichung V. zur Erforschung des Grades 
der Gleichung für das Sechseck anwendet, so wird offenbar durch das 
Hinzutreten von sind, wofür man jetzt f zu setzen hat, die Dimension 
des ersten Gliedes in der Entwicklung von sin(F@ *+....), sei es nach 


aufsteigenden oder absteigenden Potenzen von a, db, c...., nicht geän- 
dert. ist nemlich ın dem einen, wie in dem anderen Falle dieses erste 
ef, weıl es dieselbe Dimension hat, hinzusetzen müssen. Gehört aber 
das Glied einer höheren Dimension an, so fällt f gegen dasselbe weg. 


Glied von sin(Fz#°+F....) nur von der ersten Dimension, so wird man 


Es mufs folglich auch ın der Entwicklung des ganzen Products für das 
Sechseck die niedrigste und höchste Dimension mit der niedrigsten und 
höchsten Dimension des Ausdrucks, welcher aus der Entwicklung des 
Products für das Fünfeck entspringt, einerlei sein, und es wird folglich 
auch in der Gleichung für das Sechseck 7” zu demselben Grad, als in 
der Gleichung für das Fünfeck, steigen. 


Von den beiden äufsersten Gliedern in der Gleichung für das 
Sechseck der ersten Klasse findet sich auf diese Weise das eine: 


wo das erste & sechs Factoren ın sıch fafst, die Anzahl der Factoren 


beim zweiten &, wo dreı Elemente, und darunter, immer ein und das- 
3.4 6.5.4 


1.27: 1.2.3510. Das 


selbe, hier f, negativ zu nehmen sind, ıst = 
andere äufserste Glied ist: 


= 16abede(— (2° 


a ab ab 


— — 
x 
wo f immer in dem negativen Theile jedes Factors vorkommt, so wie 


in dem zweiten 3 des ersteren Gliedes f immer negativ zu nehmen war. 
Man sieht aber bald, dafs sich weder das eine noch das andere Glied 
indert, wenn man statt f irgend ein anderes der 6 Elemente dieser Be- 
dingung unterwirft, dafs mithin beide Glieder nach allen 6 Elementen, 


wie gehörig, symmetrisch sind. 


Die Gleichung für das Sechseck der ersten und folglich auch der 
zweiten Klasse ist daher nach r’, eben so wie die Gleichung für das 
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Fünfeck, vom 7ten Grade; und es können mithin unter der Voraus- 
setzung, dafs alle Wurzeln möglich und verschieden von einander sind, 
mit den sechs gegebenen Seiten in 14 verschiedene Kreise Sechsecke ne- 
zeichnet werden, von denen die eine Hälfte der einen, die andere der 
anderen Klasse angehöret. 

Auf eben die Art wird nun auch jede der beiden Gleichungen für 
das Achteck mit der Gleichung für das Siebeneck von einerlei Grade, 
vom 38sten, sein, u. 5. w. bei noch mehrseitigeren geraden Vielecken. 
Denn eben so, wıe vorhin aus der trigonometrischen Gleichung für das 
Fünfeck die trıgonometrische Gleichung des Sechseks durch blofses An- 
fügen von + sing zu den einzelnen Factoren der ersteren Gleichung ab- 
geleitet wurde, und durch dieses Anfügen die Dimensionen der beiden 
aufsersten Glieder Jin der Gleichung des Fünfecks nicht verändert wur- 
den, so wird man denselben Schlufs auch von jedem anderen ungera- 
den Vieleck auf das nächstfolgende gerade machen können. 

Wır kommen nunmehr zu dem letzten Theile unserer Untersuchung, 
zu der Bestimmung der Fläche eines in einen Kreis beschriebenen Viel- 
ecks aus den gegebenen Seiten. Man denke sich aus dem Mittelpuncte 
des Kreises nach allen Spitzen des Vielecks- Radien gezogen, so wird 
dadurch dıe Fläche des Vielecks in eben so viele gleichschenklige Drei- 
ecke zerlegt, welche den Mittelpunct des Kreises zur gemeinschaftlichen 
Spitze und die Seiten des Vielecks zu Grundlinien haben. Da jeder der 


Schenkel dieser Dreiecke = r und die Winkel an den Spitzen derselben, 
ihrer Folge = 2ß, . .. sind, so sind die Flächen der Dreiecke 


— 1r’sin2«&, $r’sın2ß, etc.; mithin, wenn man durch F die Fläche 
des Vielecks bezeichnet: 

2F = + sin2ß + sin2y+.....), 
und es kommt nun darauf an, aus dieser Gleichung für das Vieleck 
zwischen 7, a, .... und aus den Gleichungen: rsina=«, rsin?=b, 
etc. die Gröfsen r, &, ß,.... . zu eliminiren, um somit eine Gleichung 
zwischen a,b, c,.... zu erhalten. 

Bevor wir aber diese Operationen selbst vornehmen, wird es nöthig 
sein, uns über die Bedeutung der Vielecksfläche vollkommen zu verstän- 
digen. Da nemlich die meisten der hier vorkommenden Vielecke von 
solcher Beschaffenheit sind, dafs zwei oder mehrere oder auch alle Seı- 
ten sich innerhalb ihrer Endpuncte schneiden, so fragt es sich, was dann 
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unter dem Werthe der Vielecksfläche zu verstehen sei, und ob auch in 
diesen Fällen die oben gegebene Formel, wobei wir uns stillschweigend 
ein gewöhnliches Vieleck ohne dergleichen Durchschnittspuncte dachten, 
angewendet werden könne. 

Eine gerade Linie von veränderlicher Länge sei mit dem einen ihrer 
Endpuncte ım Mittelpuncte des Kreises fest, während der andere End- 
punct den Perimeter des Vielecks durchlaufe. Die hiermit von der Lii- 
nie überstrichene Fläche, indem man die mit entgegengesetzter Bewe- 
gung beschriebenen Theile mit entgegengesetzten Zeichen nimmt, ist der 
Flächeninhalt des Vielecks. Sind daher £, B, C drei aufeinander fol- 
gende Spitzen ım Perimeter und Z der Mittelpunct des Kreises, so wer- 
den, indem der bewegliche Endpunct der Linie von -f bis B und von 
B bis © geradlinig fortgehet, von der Linie selbst die Dreiecke Z#B5 und 
ZBC beschrieben, und diese sind, jener Erklärung zufolge, mit einerleı 
oder verschiedenen Zeichen zu verbinden, nachdem der Mittelpunct Z 


innerhalb oder aufserhalb des Winkels ABC liest. Geht die eine Seite 
BC durch Z selbst, so ist das ihr zugehörige Dreieck ZU = 0. 


Hiermit ıst nun auch die obige Formel für # ım Einklange. Denn 
die Zeichen der Dreiecksfiächen Zr’sın2« und Zr’sin2ß richten sich 
nach den Zeichen von sıin2& und sın2ß. Diese sind aber einerlei, wenn 
2 — Bogen Ab und 28 = BU zugleich gröfser oder zugleich kleiner 
als 180° sind; sıe sind verschieden, wenn von den Bogen ZB und BU 
der eine grölser, der andere kleiner als 180° ist; womit, wie man leicht 
sieht, die vorhin bemerkte Lage von Z gegen den Winkel /PRÜ ganz 
iibereinstimmt. 

Um jetzt zur Entwicklung der Gleichung zwischen F, a, b, c,.... 
überzugehen, so übersieht man leicht, dafs diese Gleichung, wenn die 
Gleichung zwischen @, nach vom pten Grade ist, eben- 
falls » verschiedene Werthe für F angeben mufs, indem jedes in einen 
anderen Kreis beschriebene Vieleck auch eine andere Fläche haben wird, 
dals ferner, weil die Fläche eben so gut negativ als positiv genommen 
werden kann, die Gleichung nach Potenzen von F* fortgehen, und mit- 
hin nach F” vom »ten Grade sein wird. 

Ich wıll nun wenigstens die Möglichkeit darthun, zu dieser Glei- 
chung zu gelangen, und deshalb zuvörderst zeigen, dafs F* ımmer als 
rationale Function von a, db, c.... dargestellt werden kann. 
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Zu dem Ende lasse man @ um da wachsen, während 5, c,..... 
unverändert bleiben, und suche die daraus für r entstehende Zunahme 
dr. Weil immer +2 -+Yy-+.... einem Vielfachen von 180° gleich 
ıst, so hat man: 

de 
Sodann folgt aus den Gleichungen rsinz= a, rsinß =, u. 5. w., 
sınadr = da, 
rcosß4ß+sinßdr = 0, rcosydy+ sinydr = 0, etc. 
Dividirt man diese Gleichungen resp. durch cos@, cos, c0sY, .... und 


addirt sie hierauf, so kommt, wegen da +dß....=0: 
da 


(ange +tangß = 


Es ist folglich, weil tangz +tangß + .... eine symmetrische Function 
dr dr 


von Mi, — umgekehrt mit cos“, und eben so 
umgekehrt mit cosf, ..... . proportional. 

Diesen Satz, dafs die partiellen Differential- Quotienten des Haib- 
messors eines Kreises nach den Seiten eines eingeschriebenen Vielecks 
im umgekehrten Verhältnisse der Abstände der Seiten vom Mittelpuncte 
(= rcosa, rcosß,.....) sind, wollen wir nun benutzen, um aus dem 


Ausdrucke für F die Cosinus von &, ß, ..... wegzuschaffen. Weil 


4r’sın22 =racos« etc., so hat man: 
F’ —= 
( + [2° +... (acos& -+beosß+ ..:.) 
COS S/ 
mithin, weıl r?cos@’= und wenn man etc. 
«da 
setzt, wo daher 
— 005%:cosß: 


Sei jetzt die aus dem Vorigen als bekannt anzunehmende Gleichung 
zwischen a, b, C....: 
o= 
wo 4, B, ©... . bekannte rationale Functionen von 2, b, . sınd, 
Differentiirt man diese Gleichung nach @ und r, so erhält man: 


dd „db | „de Bra’ 
da "da da 


7 

£ 

— 

- 
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und hieraus 


dA „aB dc 
.4 


2Br+4Cr+.... 
und eben so b’, €‘, .... gleich bekannten rationalen Functionen von r*, 


da: 


— 


€ .... Substituirt man nun diese Functionen in dem zuletzt er- 
haltenen Ausdrucke für F’, so bekommt man auch F° durch eine ra- 
tionale Function von 7’, a, b, e,.... ausgedrückt, wie zu erweisen war. 
Werde diese letztere Gleichung für F? durch 
P’=0lr, a b,....] 
bezeichnet, so ıst jetzt noch übrig, aus ihr und der Gleichung 
r® zu eliminiren, ein Geschäft, welches aufserdem, dafs es überaus weit- 
läufig ist, keine weitere Schwierigkeit hat. Heifsen nemlich die » Werthe, 
welche in der Gleichung 


für r° substituirt, ihr Genüge leısten: a, b, (,....yp, so sind 


pP? pP’ 
bekannte rationale symmetrische Functionen von a, b,....p, und jede 
andere rationale symmetrische Function von a, b,....p läfst sich auf be- 


A 
kannte Weise durch rational ausdrücken. Die Quadrate der 


Vielecksflächen aber, die diesen » verschiedenen Werthen von r? ange- 
hören, sind: Da, b, ... Oft, d, b, ... Q, L, und 
mithin die Gleichung, welche sie alle umfafst: 

Entwickelt man diese Gleichung, so steigt sie nach F* bis zum pten 


Grade, und kann von a, b, .... offenbar nur symmetrische Functionen 
BD 


A 
enthalten, die man, wie oben bemerkt, auch durch Dr pr, aus- 


drücken kann. Thut man dieses, und setzt endlich statt 4, B, .... P ihre 
Werthe durch a, db, e,.... ausgedrückt, so erhält man die gesuchte ra- 
tionale Gleichung für den Flächeninhalt, die nach F? vom pten Grade 
ıst, und in deren Coefficienten nur «@, b, c,.... noch vorkommen. 

Um diese Methode schliefslich auf das Dreieck anzuwenden, obwohl 
sich bei diesem und bei dem Viereck im Kreise die Gleichurg zwischen 
den Seiten und der Fläche auf weit kürzeren Wegen finden läfst, so hat 
man beim Dreieck: 
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= 4’ — (4 


folglıch 
dA dB | 

und 
dA dB 1 dB da 
2 da da B 
Sab:c? 


wofür man auch setzen kann: 
+e—a), 


a 
wo ( eine symmetrische Function von a, db, e ıst. Auf gleiche Art 
wird sein: 
b | 
folglich: 
a b c 


| 


Sodann ıst = 


a? (b?+-c?—.a?) 
BO 


(—a?)aa' = 


und eben so 
b?(c*+a?— b?) 


B 0 eic. 


mıthın 

und endlich 

= = 5:98 = B, 

von welcher Wurzelgröfse der vierte Theil zu nehmen ist, wenn a, 5, c 
die ganzen Seiten bedeuten. Noch kann man bemerken, dafs der Aus- 
druck für F? durch a, b, e,....a’, b/,...., mit Verzichtung auf des- 
sen symmetrische Form, sich etwas einfacher darstellen läfst, Es ist 


nemlich: 


F bco: cos a’ a’ 


rcos cos "cos@® 
Crelle’s Journal. Bd. 1. 


= 
= 
A 
£ 
a' b’ c’ 
an] 
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folglich 


2 a ? [6 
Pr = +7 ++...) 


Einige andere Formeln, die bei weiterer Fortsetzung dieser Untersuchun- 
gen von Nutzen sein können, sind: 


= 2rcosy, = = 2rcosß, etc, 
folglich 
dr AP dr: 2r 
da’da db’db tang «@ +tangeß+... 


Da endlich r und 7’ durch «a, 5, c,.... ausgedrückt, homogene Functio- 


nen dieser Grölsen sind, r von der ersten, F von der zweiten Dimen- 
sıon, So hat man: 
d r d r d r 
— 
da dh + dc 
dF „ar dF 


1b 


wıe dies auch schon aus dem Vorigen sich leicht ergıebt. 


| 
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3 
Recherches sur les diviseurs premiers d’une classe de 
formules du quatrieme degre. 


(Par M. G. Lejeune- Dirichlet, prof. d. math, a Breslau. ) 


17 Me moıre. 


OÖ, trouve, dans les annonces litteraires de Gottingue (11. avril 1825), 
lextrait d’un me&moire d’analyse indeterminee que M. Gaufs a present“ 
a la societe royale des sciences de cette ville, mais quı n’a pas encore 
ete imprime. Ce memoire est le premier d’une suite de me&moires que 
Yıllustre auteur des disguisitiones arithmeticae se propose de donner sur 
la theorie des resıdus biquadratiques et a pour objet de determiner les 
caracteres distinctifs des nombres premiers diviseurs de la formule x*—o, 
L’auteur y etablit deux theoremes extr&mement elegans qui peuvent ser- 
vir A decider, sı un nombre premier, diviseur de «®—2, divise ou ne 
divise pas la formule pr&cedente. Ayant eu connaissance, dans le cou- 
rant de lannde qui vient de finir, de lextrait cite qui ne contient que 
les dnonces des deux theoremes dont il vient d’etre question et de quel- 
ques propositions auxiliaires, j’eus le desir de d&montrer de mon cot& les 
heaux theoremes decouverts par M. Gaufs. Les recherches que je fis 
dans cette vue me firent trouver une demonstration fondee sur des con- 
sıderations extr&mement simples et probablement tout-a-faıt differente 
de celle de M. Gaufs, qui parait exiger des recherches preliminaires 
ires delicates et assez dtendues. J’appliquaı ensuite des considerations 
analogues aA d’autres questions et particulierement a la recherche des pro- 
prietes qui distingnent les diviseurs premiers de la formule PB 
et je parvins ainsı a un grand nombre de theoremes interessans. Lex- 
position rapide d’une partie des resultats auxquels ces recherches m’ont 
conduit est l’objet du present me&moire. Je commence par poser quel- 
ques definitions et par Enoncer quelques theoremes tres facıles &tablir 
et sur lesquels nous aurons a nous appuyer dans la suite. 


- - 
4.» 
> 
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1. 

„Si lon peut attrıbuer a lindeterminde x une valeur telle que 
„x’— A devienne divisible par DB, A sera dit resıdu biquadratique par 
„rapport a B.” 

Il est facile de voir que, sı un nombre A est resıdu biquadratique 
par rapport ä un nombre B, ou, en d’autres termes, si B est dıviseur de 
— A, chaque facteur premier de sera pareillement diviseur de 
x*— A, et reciproquement que, si cette condition a heu par rapport ä 
tout facteur premier du nombre B, B sera lui- m&me diviseur de 
x*— 4A. On peut donc se borner, lorsqu’il sagıt d’assigner tous les nom- 
bres quı divisent la formule x&*— 4, a ne considerer que les nombres 
premiers. 

Il n’est pas moins &evident que, pour quiun nombre divise la for- 
mule il est necessaire que ce nombre soit diviseur de 4. 
Il n’y a done ä examiner que les nombres premiers diviseurs de cette 
derniere formule, c’est A dire les nombres premiers par rapport auxquels 
est residu yquadratique. On peut ajouter que, relativement ceux de 
ces derniers qui sont de la forme 42-3, la question ne presente au- 
cune difhieulte; car on s’assure par un raisonnement tres sımple que tout 
nombre premier 42 +3, diviseur de x&°— 4, divise aussı la formule 
— 4. 

Soit » un nombre premier #42 +1, diviseur de #— A, A de- 
sıgnant un nombre positif ou negatıf, non-divisible par >, on a, comme 

p—ı 
sait, 4? ==1 (mod. p). On conclut dela, 4*=+1 (mod. p) et Ion 
prouve facılement que le signe superieur ou inferieur aura lieu, selon 
que p divise ou ne divise pas la formule «— A. On peut donc Enoncer 
ce theoreme: | 

„.f designant un nombre resıdu quadratigue par rapport au nom- 

„bre premier p=4n-+1, on aua A'=ı u (mol. »). 


„Dans le premier cas, / sera resıdu biquadratıque par rapport a p, dans 
„le second, 4 sera non-residu biquadratigue par rapport a pP.” 

Sı lon applique ce theoreme au cas ou 4=—- 1, on trouvera que 
— 1 est residu biquadratique par rapport aux nombres premiers 82 +1, 
et au contraire non-residu relativement a ceux de la forme 82-+5. Du 
th6oreme precedent on deduit facılement cet autre, dans l’enonce duquel 
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on suppose, comme dans tout ce qui suivra, que > est un nombre pre- 
mier 42 +1, et que A et 4’ designent des nombres non-divisibles par 
p et qui sont !’un et l’autre des residus quadratiques par rapport a p. 

„Sı les nombres 4 et 4° sont tous les deux des residus biquadra- 
„tiques ou tous les deux des non-residus biquadratiques par rapport A p: 
„le produit 44‘ sera residu biquadratique par rapport A p5; sı, au con- 
„traire, lun des nombres A et 4’ est residu, l’autre non -residu biqua- 
„dratique relativement a p: 4’ sera non-residu biquadratique par rap- 
„port a 

En faisant =—-1, et en ayant dgard a ce qui precede, on verra 
que, sı p est de la forme S2 +1, 4 sera en meme temps residu ou 
non-residu biquadratique que — 4, et qu’au contraire, sı est de la 
forme S2+-5, Yun des nombres #/ et — 4 sera residu, lautre non-re- 
sıdu biquadratique par rapport a 


Apres avoır etabli ces prdliminaires, nous allons nous occuper de 
la recherche des caracteres qui distinguent les diviseurs premiers de la 
formule &—2. On sait que les diviseurs premiers de x&’—2 sont de 
une de ces deux formes S2+1, Sn-++7, et que reciproquement tout nom- 
bre premier de l’une de ces formes divise la formule &°—2. Drapres 
ce que nous avons dıt dans le paragraphe precedent, nous n’avons pas 
besoin d’avoir egard a la derniere de ces deux formes et il suflira de con- 
sıderer les nombres premiers $2-+1. Soit p un nombre premier de 
cette espece, et posons, comme il est permis de le faire, p=!’+ 2u’, 
ou u sera pair, ımpair. Faisons 2° etant la puis- 
sance la plus elevee de 2 qui divise z, et A, K', k,.... designant des 
nombres premiers impairs, dont plusieurs peuvent Ötre &gaux entre eux. 
Lequation Ü+2u”=p, donne immediatement ?=p (mod. #). Le 
nombre est done residu quadratique par rapport ce que nous Ecri- 


rons ainsı = 1, en adoptant la notation employde par M. Legen- 


dre. On se rappelle que, sı ce designe un nombre premier et M un nom- 
bre quelconque, non divisible par c, cet illustre geometre se sert du signe 


(=), pour designer le reste que l’on obtient, en divisant par c la puis- 


sance M reste que l’on sait egal 1 ou —1, selon que M est 


> 

2, 

| 
PR 
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ou n'est pas r&sidu quadratique par rapport a c. En appliquant a lex- 
pression (2) —=1, le theoreme connu sous le nom de loi de reciprocite 
(theorema fundamentale de M. Gaufs), on aura, p etant de la forme 


k 
4n +1, > =1. On trouve de la möme maniere 


P 


D’un autre cote, comme p est de la forme 82-1, on a aussi (-)= 2, 


et parconsequent (2) = ı. Multipliant cette derniere expression par 


toutes les pr&cedentes, ıl viendra 


p 


Considerons maintenant les facteurs simples du nombre impair C, que 


nous partagerons en deux classes. La premiere classe comprendera les 
diviseurs premiers de l’une de ces deux formes 8r-+-1, 82-7 et les nom- 
bres qui en font partie seront designes par 8, g', &",....; la seconde 
classe se composera de nombres A, A’, h‘',.... contenus dans ces deux 


formes 82-43, On a d’abord 


et Yon conclura ensuite de Pequation p=E+ 


2 2 2 
(=?) =], (=) =], etc. 
fee) 


9 9 


Dun autre cote, on a en vertu de theoremes connus: 


2 2 2 
(-)=1, (-)=1, etc. 


2 2 2 


Sı Fon compare maintenant ces expressions aux pre&cedentes, on trouvera 


lyapplication de la loı de reciprocite a ces dernieres expressions donnera 


eeljles-Ccl 


_ 
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()=1, 


d’ou ıl suit, en multipliant, 


ou ıl faudra prendre le sıgne superieur ou inferieur, selon que les nom- 
bres A, A‘, h“,.... sont en nombre pair ou impair. Or, il est facile 
de voir, par l’equation ggg"... Xhh'h’”...., que le premier cas 
aura lieu, lorsque £ est de l’une de ces formes +1, le second, 
lorsque 7 est contenu dans lune de celles-ciı $2+3, 8245. On a donc 


lorsue /=Sn-+1 ou 8247, 


= —ı, lorsue +3 ou Sn+5. 
Reprenons lequation ?--2u’=p et mettons la sous la forme d’une con- 


grue nce 


= (mod. p). 
En elevant les deux nombres ä la puissance on aura etant pair): 
t’ =2* u” (mod.p), 


ou ce qui revient au me&me, ayant prouve que 
— 1, t°—=2* (mod. p). 
On voit done que + 2 (on peut mettre le double signe attendu que 
p=8Sn-+]1) est ou n’est pas resıdu biquadratique par rapport a p, selon 


que lon a =1 ou = —1ı. En comparant ce resultat ce quu 
pP 


precede, on aura ce theoreme: 

„p designant un nombre premier 82 +1, sı fat p=!"+2u), 
„je dıs que +2 sera ou ne sera pas resıdu biquadratiqgue par rapport 
„a ?, selon que £ est de l’une de ces formes Sr+ 1, 82-+7 ou de lune 
„de celles-cı 82 +3, 8n +5.” 

C'est le premier des deux theoremes de M. Gaufs, dont ıl a ete 
question dans le pr&ambule de ce m&moire. Le second de ces theoremes 
est relatif a la decomposition du nombre p en deux quarres, et peut tre 
facılement deduit de celui quı vient d’etre etablı. 


7 

= 

= 
1: 

- 
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Faisons p—= (ou W est suppose divisible par 4) et &galons 
cette valeur de » & celle que nous venons de considerer. 


Nous aurons aınsı 
et en transposant: 


Comme ® est impair, le plus grand diviseur commun de ® et u 
sera ımpair; designons le par m et faisons u=mu'. La 
substitution de ces valeurs dans l’equation precedente la changera en 
celli - cı: 

= 
On voit que le nombre impair £-+:) est compos& de deux facteurs E et 
K, dont le premier divise 7=°, le second ®’— 2u”, et qu'il en est de 
möme de dont nous designerons les facteurs par F et Z, L pou- 
vant tre negatif. Nous avons donc les equations 

=EK, =FL, 

EF m’, KL = 9°” — 2u”. 
ll est facıle de s’assurer que les nombres E et F sont premiers enire 
eux. En eflet, soit un diviseur premier de Z, et supposons que divise 
en möme temps / Le nombre Ö serait diviseur commun de £+% et 
{—% et diviseraıt par consequent le nombre /, quı est la demisomme 
des precedens. D’un autre cote, de ce que Ö est diviseur premier de E, 
suit successivement, en ayant Egard aux equations = m’, u= mu’, 
que m’, m et u sont multiples de d&. Les nombres 7 et z auraient done 
le diviseur commun d, et ap =!?+2u? ne serait pas un nombre premier. 


Lie produit des nombres et quı sont premiers entre eux, etant 
un quarre, il faut que chacun d’eux en soit un. Faisons E=e”, et nous 
aurons Le quarre impair e* est de la forme $r +1, 
comme diviseur impair de (ol et w’ sont premiers entre 
eux), de lune de celles-cı S2+1, $S2+7. Le nombre % sera donc 
m&me de Tune des formes S2 +1, 82-7. Le nombre que nous 
savons ötre divisible par 4, sera de la forme Sr ou de celle-ci 82 +4. 
Il suit, de ce qui precede, que, dans le premier cas, £ sera de l’une de 
ces deux formes 82-1, dans le second de de ceiles-ci 82-+3, 
Sn-+5. En comparant ce resultat au th@oreme precedent, on aura cet 
autre theoreme. 
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- 


„p Jdesignant un nombre premier Sr-+1, et ayant ht p=M+Y 
„(ou W est suppose divisible par 4), #2 sera ou ne sera pas residu bi- 
„Quadratique par rapport & >, selon que ‘W est de la forme Sn ou de 
„celle-cı 82 +4.” 

Il y a un troisieme theoreme propre A decider si #2 est ou n'est 
pas residu biquadratique relativement a un nombre premier y=8r-+1, 
et qui peut s’enoncer comme ıl suit: 

„Ayant fait d’une maniere quelconque p=t"—2u, +2 sera ou 
„ne sera pas resıdu biquadratique par rapport A p, selon que 7 est de 
„lune des formes +1, 82 +35, ou de l’une de celles-cı 82+5, Sn 

Nous ne nous arreterons pas a demontrer ce thdöoreme que l’on peut 
etablir d’une manicre directe et par des considcrations analogues A celles 
sur lesquelles est fondee la demonstration du premier des deux thecoremes 
precedens. On peut aussi le deduire de chacun des pröccdens a peu pres 


comme on vient de passer du premier au second. 


Nous allons maintenant passer ä des considerations plus gen£rales. 
Soit 5 un nombre premier 42 +3, > un nombre premier +1 sus- 
ceptible d’etre mis sous la forme 2?— bu, et proposons nous de decider 
si —b est ou n’est pas residu biquadratique par rapport A p. Il est fa- 
cile de voir que, sı p peut @tre mis sous la forme 2 —bu‘, on peut iou- 
jours le faire de manitre que z soit pair, et parconsequent £ ımpair *). 
Faisons done bu, et posons 
etant les facteurs impairs simplies de u. On corelut immediatement de 


Vequation precedente, 


*) Pour prouver que cela est tonjours possible, nous alluns faire voir que, si Fon a 
t—bu?=p, t etant pair, il est facile de deduire des valeurs de £ et de u, d’autres nombres + 
(impair) et u’ satisfassent Egalement A l’equation bu" —p. Soient r et s les moindres 
nombres tels que r—bs?=1, je dis que r sera pair. En effet, on sait que, si b designe un nom- 
bre premier 4n +5, "’equation g!—bc’ +2 est toujours possible, et que, si l’on suppose que 
e et 6 sont les plus petits nombres qui y satisfassent,ona r= bo’+ı, s=.6 (Theorie des Non- 
bres, no.44,.45.). 1 suit de lä et de ce que les nombres g et 6 sont evidemiment impairs Pon et 


l’autre, que r est un nombre pair. Cela nose, si Von multiplie entre elles les equatiuns ?— bs’ =ı, 
"—bu?=n, il viendra = p, et l’on verra facilement que rt+tbsu est 


an nombre impair. 


Crelle’s Journal. IIL Bd. 1. IIft, 6 
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L’application de la loi de recıprocit@ donne ensuite, p etant de la forme 


4n 
== I, == 1, = 1, etc. 


Multipliant entre elles toutes ces expressions et l’expression identique 


( ) —— on aura ce resultat 


p 
Decomposons actuellement le nombre impaır £ en ses facteurs sımples 
et partageons ces facteurs en deux classes. Ceux de la premiere classe 
seront designes par 8, 8%, 8", .. et sont tels que 


=], = 1, (=) = 1, etc. 


& 


(Juant a ceux quı forment la seconde classe et que nous designerons par 
h, 2... ., ıls sont tels que 


an —b 


Lie produit de tous ces nombres est egal a £, c'est a dire que 


Linspection de l’equation 2 —bu’==p donne ces resultats: 


—b —b —/ 
ö 
—bp —bp —bp 
ee 
La comparaison de ces expressions avec les precedentes donnera ensuite 


(2) == == 1, 2, ic, 
er 8 8 


Appliquant maintenant la loı de reciprocite, ıl viendra, 


nt 


] / 
pP pP pP 


Multipliant ces expressions entre elles, on aura 
hh’h’ 
= x ) (+) == #1, 
p pP’. 
le siene sup6rieur ou inferieur ayant lıeu, selon que les nombres A, A‘, 
h’,... . sont en nombre pair ou ımpair. D’un autre cote, si l’on ap- 


3. Lejeune-Dirichlet, sur les diviseurs premiers_ete. 45 


plıque la loı de r&ciprocite aux expressions (ß) et (P), il viendra, 5 dtant 


de la forme 42 +3, 


ı, (&)= ı, (£) = etc. 


1, — 1, b — 1, etc. 


expressions qui, €tant multiplices entre elles, donneront ce resultat: 


ol! 
b b ’ 


ou ıl faut prendre le signe sup£erieur ou inferieur, selon que les nombres 
h, 4’, .... sont en nombre pair ou impair. 


J,a comparaıson de ce resultat avec celui que nous avons obtenn, 
ıl n’y a quuun instant, fait voir quion a toujours 


Reprenons maintenant lequation bu”, et mettons la sous la forme 
d'une congruence 


= bu” (mod. p). 


On tire de la, en Elevant les deux nombres a la puissance 1 "l 


p-ı p-ı 


l,a formule (@), qui est celle-cı = (2). 2” designant la puissance 
la plus elevde qui divise z, peut presentde d’une autre manicre. 
11 faut pour cela distinguer deux cas, selon que p est de la forme 82-1 


ou de celle-cı S2-+5. Sı p est un nombre premier Szr-+1, ona, 
2 
comme on soit, =) — 1, et parconsequent (2) = 1; la formule dont ıl 


. . u . 
sagit se change donc dans ce cas en celle-ci ()= 1. Sı pest un nom- 


bre premier S2-+-5, le nombre y est =1; car sı y elait plus grand que 
lunite, u° serait divisible par 8, et p=!"—bu? serait de la forme 


2 
Sa-+1. Comme d’ailleurs dans ce cas (7) —=—ı, la formule («) se 


changera en celle-cı (2 —=— 1. Les deux cas que nous venons d’exa- 
miner sont compris dans la formule = — (—1)*, qui dquivaut ü cette 
p—! 
congruence u” = (—1)* (mod. p). En substituant la valeur quelle 
6* 


| 


Par 


ol 
.— 
; 
- 
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donne pour z ° dans la congruence obtenue plus haut, on aura 
= (—b)' (mod. p), 
resultat qui montre que —b sera ou ne sera pas residu biquadratıque 


par rapport «a >, selon que £ est ou n’est pas residu quadratique par rap- 
port ap. Si lon compare mäintenant ce r@sultat avec celui qui est con- 
tenu dans la formule (Yy), on arrıvera au theoreme que nous allons 
enoncer. 

„Designons par un nombre premier 42 -H3, et par p un nombre 
„premier 4 +1, susceptible d’etre mis sous Ja forme ?— bu’. Ayant 
„fait p= bu’ (ou £ est suppose ımpaır), je dıs que sera ou ne 
„sera pas residu biquadratique par rapport a >, selon que Z est ou n’est 


„pas resilu quadratique par rapport a b.” 


4. 

Nous allons maintenant deduire de ce th&oreme un autre thdeoreme, 
au moyen dugquel on peut decider plus promptement encore, si —b est 
on n’est pas resıdu biquadratique par rapport a p. ÜConservons les nota- 
tions precedentes et faısons (ou W est supposd pair). En 
egalant cette valeur de p a celle que nous avons considerde preeddem- 
ınent, on aura: 

et en transposant 
= (+ = bu. 
Il y a maintenant deux cas a distinguer, selon que ® est ou n’est pas 
divisible par db. Nous commencons par Yexamen du dernier de ces deux 
cas. Soit zn le plus grand diviseur commun de 9 et z, qui sera impair 
(® etant ımpaır) et non-divisible par et posons P= mp, u=mu'. 
La substitution de ces valeurs dans la derniere &quation, la changera en 
celle- ci: 
= + bu) 

ll est «vident, par cette equation, que Z-+- est compose de deux fac- 
teurs E et X dont le premier divise 2°, le second ®*"+-bu”, et quiil 
en est de m&me du nombre — . Designant les facteurs de ce der- 


nier par et ZL, nons anrons ces Equations: 
nn” == EF, = KL. 
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ll est tres facıle de s’assurer que les nombres Z et F sont premiers en- 
tre eux. En effet, soit Öd un factenr simple quelconque de E (qui sera 
necessairement impair, etant m&me impair) et supposons que 
divise aussı Liinspection des &quations precedentes fait voir que 
serait, dans cette supposition, diviseur commun de {+ et t—Y et 
diviserait parconsdquent le nombre f, qui est Ja demi-somme des pröce- 
dens. Mais on voit d’un autre cot& que d, comme diviseur premier de 
E, divise 72°, et parconsequent mm et u (u etant = mu). Lies nombres £ 
et u auroient donc, dans cette supposition, le facteur commun Ö, ce qui 
est absurde, p=2’— bu” &tant un nombre premier. Il est donc prouve 
que E et F ne sauroient avoir de diviseur commun, et comme le pro- 
duit de ces nombres est un quarre, ıl faut que chacun d’eux en soit pa- 
reillement un. On a donc 
Quant aux nombres Ä et /, ıls sont pareillement tels qu’on a 
b b 

En eflet, on voit par la derniere &equation que ces nombres divisent Yun 
et Yautre la formule ®"-+- bu” (ou @’ et bu’ sont premiers entre eux) 


et Yon soit par un theor&me connu qui se deduit facilement de la loı de 
reciprocite (Zheorie des nombres, no. 197.) que tout diviseur impair A 


R 
d’une pareille formule est tel que (=) =1. Multipliant la premicre des 


dernieres eXpressions par la troısieme, la seconde par la quatrieme, il 


E FL 
(5) 


ou ce qui est Ja m&me chose, 


En examinant d’une maniere semblable le cas de & divisible par 2, on 
trouvera que, dans ce cas, l’un des nombres z+- w et £— Y est divisible 
par b, et que lautre est, comme dans le cas dont nous venons de nous 
occuper, rösidu quadratique par rapport a d, de sorte qu'en designant par 
celui de ces nombres qui est dıyisible par on 


vıendra 


| 
3 
te 
= 
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ll resulte du theoreme Enonce, A la fin du paragraphe precedent, que, 
pour decider si —b est ou n’est pas residu biquadratique par rapport a 
p, tout se reduit a la question de savoir si £ est ou n’est pas residu qua- 
dratique par rapport A d. Nous pouvons maintenant faire voir, au moyen 
des resultats que nous venons d’obtenir, que cette derniere question peut 
decidee sans connoitre f, c'est a dire sans qu’il soit necessaire de 
mettre sous la forme 2 —bu?. Supposons d’abord ® non-divisible par 
b. Jies expressions (0), qui ont lieu dans ce cas, peuvent Ötre presentdes 
de cette maniere, en observant que 5 est un nombre premier 42 +3: 


On tire immediatement de T’equation bu’, p (mod. b), re- 
sultat qui fait voir qu’en resolvant la congruence x =p (mol. b), et de- 


signant par x lune de ces racines prise au hasard, on aura =x, ou 
t=—x (mod. b). Dans le premier cas, on a 


car ıl est evıdent que les expressions 7) 5) ne changent pas en 
) I 


mettant a la place de £ un autre nombre x qui ne differe de ? que par 
un multiple de 4. En multipliant les dernieres expressions entre elles, 


il viendra 
2) 


Considerons maıntenant l’autre cas dans lequel = —x (mod. b). On 
aura dans ce cas 

la derniere de ces expressions resultant de la formule = 
en mettant a la place de —? le nombre x qui n’en differe que par un 


multiple de 5. En multipliant les expressions prec&dentes entre elles, on 
irouvera, comme dans l’autre cas, 


Nous sommes donc arrives A ce resultat remarquable. Si ® n'est pas 
divisıble par 5, on pourra decider tres sımplement si lon a 
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ll sufira de chercher un nombre qui satisfasse a la congruence X’=p 
(mod. b); ayant trouv& un pareil nombre x, on aura toujours 
= 
b b 
Venons maintenant au cas ou Q® est divisible par 5. Les expres- 
sions (0) qui ont lieu dans ce cas sont 


=0 (mol. b), —ı. 


On peut dans la derniere de ces expressions ajouter a +‘) un multiple 
quelconque de d. Sı l’on y ajoute le nombre + qui en vertu de la 


premiere est divisible par 5, il viendra Eu =1, resultat quı entraine 


b 
cet autre (+) 


En combinant ce resultat avec un theoreme connu, on verra que 


dans le cas de @ dıivisible par 2, on a (-) =ı ou (#) =—1ı, selon 


que £ est de la forme Sr+7 ou de celle-cı +3. 


En comparant ce qui vient d’etre prouve au theoreme ctablı a la 
fin du dernier paragraphe, on verra qu’on peut decider, independamment 
de la connaissance du nombre sı —b est ou n'est pas residu biqua- 
dratique par rapport A p. Lie resultat auquel on parvient ainsi ne con- 
tenant plus aucune trace du nombre /, on est porte A croire quil ne 
suppose pas la possibilite de l’equation ?—bu’=p, dot le nombre £ 
tire son origine, et qu'il est generalement vraı pour toutes les valeurs de 


. 
b et >, telles que (2) = 1. ÜCest en effet ce qui a lieu, comme on peut 


le prouver, en examinant, au lieu de l’equation p, l’equation 
plus generale ? + Mu’= p, ou M designe le produit d’un nombre quel- 
conque de nombres premiers differens, et en combinant ensuite les re- 
sultats de cet examen avec le theoreme suivant, de la veritd duquel on 
ne saurait douter, mais dont la demonstration rigoureuse ne laisse pas 
que de presenter des difhcultes: 


„e designant un nombre premier quelconque et p un nombre pre- 
„mier 42-1, tel que = = 1, on pourra toujours determiner un nom- 


„bre d, compose de facteurs simples tous moindres que c et tel que le- 
„quation ?+cdu=p, soit resoluble.” 


- 
1 
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Quoi quwil en seit, on peut remarquer que le theor&me que nous 
allons Enoncer est rigoureusement prouv&, par ce qui pr&ecede, pour tou- 
tes les valeurs de Ö, telles que la formule 2— bu? n’a que le seul divi- 
seur quadratique & (’—bu?). En jettant les yeux sur la premiere des 
tables ajoutces a la Zheorie des Nombres, on voit que tous les nombres 
premiers 42-3, moindres que 136 (limite de la table) se trouvent dans 
ce cas, en exceptant le seul nombre 79. Il seroit facile en suivant la 
marche que nous venons d’indiquer, de prouver la verite du theoreme 
pour cette valeur ou pour toute autre valeur particuliere de 5, quel- 
que soit p5 mais pour l’etablir dans toute sa generalite, ıl faut d’abord 
prouver, comme nous lavons deja dit, qu’on peut toujours satısfaıre a la 
condition que nous avons enoncee, il n’y a qu'un instant. 


Theoreme I. 
„b designant un nombre premier 42 +3, et » un nombre pre- 


„mier 42 + 1 tel que (>) = 1, si l’on fait (ou est sup- 


„pose pair) on aura cette regle, pour decider sı —b est ou n'est pas 
„residu biquadratique par rapport & p. Sı ® est divisible par 5, —b 
„sera ou ne sera pas resıdu biquadratique, selon que 5 est de la forme 
„Snr-+7 ou de celle-cı 82-+3. $ı ® n’est pas divisible par db, on cher- 
„chera un nombre % tel qu’on ait x’==p (mod.b). Cela pose, — b sera 
„ou ne sera pas residu biquadratique par rapport a pP, selon que Jon a 


== 1 ou =) — 1.” 


En faisant successivement 3, eic., on obtiendra !cs th£&o- 
remes particuliers suivans quı sont analogues au second des theoremes 
de M. Gaufs et que Ton doit regarder comme rigoureusement prouv6s 
par les considdrations que nous avons exposces dans ce paragraphe et dans 
le precedent. 

„p designant un nombre premier 122 +1, sı Von 
est suppose pair) Tun des nombres ® et sera necessairement 
„divisible par 3. Cela posd, je dis que —3 sera ou ne sera pas resıidu 
„biquadratigue par rapport ä >, selon que c’est % ou ® qui est divisible 


„par 3. 
„p designant un nombre premier de lune de ces formes 25r +1, 
„28n+9, 2832-425, si Von fait je dis que —7 sera residu 
bi- 
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„biquadratique par rapport a p, sı un des nombres ® et W est divisible 
„par 7, et que —7 sera non-residu biquadratique par rapport ä p, sı 
„ni Yun nı lautre de ces nombres n’est divisible par 7.” 

etc. 


Designons par @ un nombre premier 42 +1, et par p un nombre 
premier egalement 42-+1, et de plus susceptible d’ötre mis sous la forme 
au”. Nous pouvons donc faire p=1’—au? ol le nombre comme 
ıl est facıle de le voir, est ndcessairement ıimpair. On trouvera, comme 
dans le paragraphe 3., que, sı lon designe par 2” la puissance la plus 


elevee de 2, on a = expression que l'on changera ensuite, 


comme a lendroit cite, en celle-cı: (=) = (—n)*. 


Decomposons actuellement le nombre ımpair £ en ses facteurs sım- 
ples, en posant gg'g".... X les nombres premiers 
8, 8,8", etc., A, h‘', etc. sont tels que 


— Mm — 
| gr ) ( ) (=) es. 


8 


(=*) = —] (—) 1, ) = — etc. 


L’equation ?— au?=p donne ımmediatement 


(e) 


Comparant ces expressions aux precedentes viendra: 


(?)= etc. 


Wapplication de la loı de reciprocit© donnera ensuite, etant de la 
forme 4r +1: 


h h' 

pP 


d’ou Yon conclut en ER 


gg 
()=tı 


Journal. IM. Bd. 1. Uft. 


5 B 8 = 
—a 
=ı, | | — 1, etc. 


50 3. Lejeune-Dirichlet, sur les diviseurs premiers etc. 


le signe superieur ou inferieur ayant lieu selon que les nombres pre- 

miers Äh, sont en nombre pair ou impair. On peut Enon- 

cer ce rcsultat dune manıere un peu difierente, en disant que (—) est 

. 

egal au produit des seconds membres des expressions (e). 


On peut, dans les expressions (e), changer partout —@ en a, pourvu 
qu’en meme temps on change le signe des seconds membres de celles de 
ces expressions ou se trouve un nombre premier (8,87, I, hs...) 
de la forme 42 +3. On aura ainsi 


d a a 


Ein comparant le second membre de chacune de ces expressions avec 


it 


le second membre de l'expression correspondante du tableau (e), on trou- 


vera autant de changemens de sıgne qu'il ya de nombres premiers 42-43 


Lie nomtLre des changemens sera done pair, lorsque parmi les nom- 


bres 8, 85, ...., A, h’, ıl sen trouve un nombre pair de 


la torme 42 + 3. Dans ce cas qui aura lieu toutes les fois que 


— 


= X hh'h”.... est de la forme 42 +1, le produit des seconds 
nombres des expression (£) sera donc le m&me que le produit des seconds 
nombres des expressions (e). 
D’un autre cote, on peut, en vertu de la loı de reciprocite, ren- 
verser les premiers nombres des expressions ((), sans qu'il soit necessaire 
de changer le signe d’aucun des seconds nombres de ces expressions. Le 


) 


a 


produit de toules ces expressions renversees, c'est a dire ( 


[2 
ou (- } est done &gal au produit des seconds membres des expressions 


ei par conscequent aussi, d’apres ce qu’on a vu prec&demment, egal au 
produnt 


des seconds membres des expressions (e). Or, ayant prouve plus 
haut que ce dernier produit est egala (—), ona (—)=|\—)- 
i ber] p p a 
Ce resultat est r@latif au cas ol est de Ja forme #42 4-1; sı l!on 
examıne d'une manitere semblable le cas de Z=4n-4-5, on trouvera 


pP 
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Ces deux cas sont compris dans la formule suivante ä laquelle nous 
reunissons un resultat obtenu plus haut: 


L’equation p, donne successivement 
"=au, t’=a* u’ (mod. p), 


d’ou lon voit que @ sera ou ne sera pas residu biquadratique relative- 
t 
ment a >, selon que lon a ou = — En mettant 
P p 
. . \ 
a la place de () et (*) les valeurs donnces par les expressions (7), on 
p 


pourra remplacer les conditions precedentes par celles qui suivent: 
„@ sera ou ne sera pas resıdu biquadratique par rapport A p, se- 


„lon que lon a 
resultat que nous ne nous arrÖterons pas A Enoncer. 

Posons maintenant (ou est supposd pair) et egalons 
ceite veleur de » a celle que nous avons consideree precedemment. Nous 
aurons ainıı dou Ton conclut en transposant, 

= 

Il y a maintenant deux cas ä distinguer, selon que ® est ou n’est 
pas divisible par Commencons par celui ou ® n'est pas divisible par 
a. Soit m le plus grand diviseur commun de ® et de v, qui sera ne- 
cessairement impair et non divisible par a, et faısons u=mu', 
valeurs dont la substitution dans l’equation obtenue plus haut la change 
en celle-cı 

Cette equation fait voor que £+ % est composd de deux facteurs dont 
un divise 72°, Vautre au”, et qwil en est de meme t— Si 
nous designons les facteurs de £+% par et K et ceux de par 
F et L, nous aurons 

t-V= EK, t— FL, 

m’ EF, KL. 
On sassurera, comme dans le paragraphe #., que les nombres E et 7 sont 


premiers entre eux. 11 suit de lä et de Pöquation m’= EF que cha- 


| 
En 
x. 
= 
\ 
4 
- 
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cun de ces nombres est un quarre, de sorte que 


Laa difference des nombres impairs et etant et 
parconsequent dıvisible par 4, on voit que ces deux nombres sont ou un 
et Tautre de la forme + ı, ou l’un et lautre de la forme An + 3. 
Comme, d’un autre cote, les nombres E et F sont Yun et Yautre de la 
forme 4 +1 (ces nombres &tant des quarres impairs), il suit des &qua- 
tions = EK, que les nombres X et Z sont ou fun 
et Yautre de la forme 42 +1 ou et lautre de la forme et 
que le premier ou le second de ces cas a lieu, selon que les nombres 
et t— sont et lautre de la forme 42-1, ou Fun et l’au- 
tre de la forme 42-3. Distinguons maintenant deux cas, selon que pP 
est de la forme Sr +1 ou de celle-ci 8245. On voit, par l’equation 
P=@--W’, que, dans le premier cas, W est divisible par 4, d’ou ıl suit 
que et sont, dans ce cas, l’un et lautre de la forme4n+1 
ou Yun et l’autre de la forme 42-+3, selon que Z est de la forme 42-1, 
ou de celle-cı 42-3. Le contraire a lieu dans le cas dep=8n+95 et 
les resultats relatıfs a ces deux cas peuvent @tre compris dans cet @nonce. 

nombres et et parconsequent aussı les nombres 
K et L, sont et lautre de la forme 42-1 ou de celle-cı 42 +3, 


resulte de Tequation @’--au”=KL que les nombres X et L 
sont diviseurs de la formule et au’ sont premiers en- 
tre eux et ol @ designe un nombre premier 42-+1). Or, on sait que, 
sı ft designe un diviseur impair d’une telle formule, on a 


selon que R est de la forme 42 +1 ou de la forme #42+3. (Theorie 
des Nombres, no. 190.) 


Appliquant ce theor&me aux nombres Ä et Z, ıl viendra, 
a a 


d’ou Ton conclura ensuite, en multipliant par les expressions (-) =], 


(-) = 1, trouvees plus haut: 


a 
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p—ı , t—ı 


a 


ou ce qui revient au m&me, @ &tant un nombre premier 42 +1: 


Sı Ion compare ce qui vient d’ötre prouve au resultat obtenu plus 
haut, on verra que @ est ou n’est pas residu biquadratique relativement 


L’equatiin fait voir que, si Von designe par X lune quel- 


conque des deux racines de la congruence x’==p (mod. a), on af==x 
ou —x (mod. «). I suit de lä, etant de la forme +1, 


a >, selon que l’on a 


ou 


{ ’ [4 . 
(2) = D’un autre cote, comme en vertu de ce qui precede 


33 on voit qu’on a toujours 


On conclut de la, en ayant &gard a ce qui a ete dit, il n’ya quun ın- 
stant, que le nombre « sera residu biquadratique par rapport a p, lors- 


qu’on a ou ce qui est la m&me chose, lorsque (2.21 


et que @ sera non-residu biquadratique relativement a >, lorsqu’on a 


| 
+ ou ce qui revient au m&me, lorsque 


a 


Ce rcsultat est relatif' au cas ou n'est pas divisible par a. Reste 
a examiner le cas de @ divisible par @«. En iraitant ce cas d’une ma- 
nıere semblable, on trouve que, lorsqu’il a lieu, Yun des nombres + %, 
t— (nous le designerons par est divisible par @ et que l’autre 


t + est, comme dans le premier cas, tel que 
p—ı , i-ı 


( a = ( 1) 


ou ce qui revient au mü&me, en ajoutant a Z+Y le nombre + %, mul- 
tiple de 


/ 
—ı 
— 1) . 
a 
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En comparant ceci a ce qui @ &t& prouve& plus haut (#), on trouvera 
que, dans le cas de @ divisible par @, @ est ou n’est pas r&sidu biquadra- 


2 2 
tique relativement p, selon que lon a (=) =], ou = ou ce 


qui est Ja m&me chose, d’apres un thdoreme connu, selon que @ est de 
la forme Sr +1 ou de la forme Sr +5. 


Il en est des resultats que nous venons d’obtenir comme de ceux que 
nous avons etablıs dans le paragraphe 4.; ils ont encore lieu quand m&me 
p ne pourrait @tre mis sous la forme ?’— au’, et supposent uniquement 
que les nombres premiers e=4n +1, etp=4#n-41, soient tels que 

a . . . 
(*) — ı. Pour les demontrer dans cette extension, il suffira de suivre 


p 
la marche qui a et& indiquee vers la fin du paragraphe 4., et de sappuyer 


sur Ja proposition auxiliaire, dont ıl y est question et ä l’enonce de la- 
quelle on a donne la generalite necessaire pour qu’elle puisse servir en 
möme temps de base a la demonstration du theorcme general A la fin 
du paragraphe #. et a celle du theor&eme que nous allons Enoncer. Ces 
deux th&or&mes n’en forment proprement qu’un, et en procedant, comme on 
l’a dit Vendroit cite, c’est a dire en appliquant a l’equation ?+Muw=p, 
ou M designe le produit d’un nombre quelconque de nombres premiers 
differens, des considerations analogues a celles qu’on a employees dans 
ce paragraphe et dans les pr&c&dens, on demontrera simultandment ces 
deux theoremes, ou plutöt on arrıvera a un theor&me dans l’enonce& du- 


quel ıls se trouvent reunis. 


Theoreme Il 


„@ desisnant un nombre premier 42 +1, et p un autre nombre 
„premier 42 +1, tel que (4) = 1, sı lon fait (ou est 
„suppose pair), on pourra decider de la manıere suivante, si @ est ou 
„nest pas residu biquadratique par rapport ap. Sı ® est divisible par 
„@, a sera ou ne sera pas residu biquadratique relativement ä p?, Selon 
„que est de la forme 1 ou de celle-cı S2+5. Sı n'est pas 
„divisible par @, on cherchera un nombre x tel qu’on aıt x’==p (mod. «). 
„Uela pose, @ sera ou ne sera pas residu biquadratique par rapport A p, 
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En faisant successivement e=5, @a=13, on aura les theoremes 
partıiculiers suivans qu’on doit regarder comme rigoureusement prouves 
par ce quı pröcede, la formule 2’ — au?” n’ayant, pour ces valeurs de a, 
d’autre diviseur quadratique que celui-cı ou en d’autres termes, 
tout diviseur de au? etant lJuı de la forme au”. 


„p designant un nombre premier de Tune des formes Wr +1, 
„202 +9, sı Von fat p=P’+ (ou est suppose pair) on s’assure 
„facilement que Yun des nombres ®, est multiple de 5. Cela posd, 
„je dis que 5 sera ou ne sera pas residu biquadratique relativement a >, 
„selon que c’est W ou & qui est divisible par 5.” 

eic. 

En indiquant plus haut une methode quı pourroit servir A etablir 
dans toute leur gencralite les theoremes I. et Il., nous avons dit quen sui- 
vant cette methode on se trouvaıt dans la ndcessitd de s’appuyer sur une 
proposition subsidiaire paroıt assez difficıle de d&emontrer en toute 
rigueur. En reflechissant A cet inconve£nient, reconnu quil ctait tres 
facıle d’y remedier en modifiant un peu la marche tracde plus haut. 
Cette modification est extr&ömement l&gere et consiste en ce quwau lieu 
de considerer les equations ?—bu’=p, ’—au’= p, qui peuvent n’ötre 

pas possibles quoiquon aıt om 2, (=) = 1, il faut appliquer des 
considcrations du genre des pröcddentes aux e&quations plus generales 
P—bu=ps’, au=ps’, (on remplace avec avantage la derniere 
par celle-cı qui peut traitce plus simplement), aux- 
quelles on peut toujours satısfaıire, lorsque les conditions 
ont hieu, comme il resulte du beau theoreme que M. Legendre a 
donne pour juger de la possibilit@ ou de limpossibilite de 
ax (Theorie des Nombres, no. ?7.). 

La dömonstration ainsi modifiece, outre quelle est enticrement ri- 
goureuse, a encore lavantage d’une plus grande simplicite, comme tout 
lecteur quı a bien saisı l’esprit des considerations precddentes pourra en 
juger, en developpant ceite demonstration d’apres lindication qu’on vıent 
d’en donner, 


X 
x 

> 
Be 
+ 

N 
..'. 
| 

en: 
4 
- 
& 
num 
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Addıtion au m&emoire precedent. 


Quoique Tindication que nous avons donnee a la fin du md&moıre 
pr&ecedent sur la marche & suivre pour &tablir d’une maniere entiere- 
ment rigoureuse les th&oremes ]. et II. de notre m&moire, puisse sufhire 
a tout lecteur familiarıs@ avec lanalyse ındeterminee, nous croyons ne 
pas faire une chose inutile, en developpant, avec detail, dans cette addi- 
tion, les demonstrations des theoremes dont ıl s’agit, ces demonstrations 
etant susceptibles detre beaucoup simplifices au moyen de quelques con- 
sıderations quı peuvent ne pas se presenter de suite a lesprit. Nous 
commengons par la demonstration du premier des theoremes cites. 

Designons par p un nombre premier 4n+1, par 5 un nombre 


premier 42 3, tel que = 1, et considerons l’@quation 
ee.) ps. 
D’apres le theoreme deja cite (Zheorie des Nombres, no.27.), les con- 
ditions necessaires pour que cette &quation scıt possible sont celles-cı: 


()=ı et (?)=ı. Or, de ces conditions la premiere a lieu par 


hypothese et quant a la seconde, ıl suit du theoreme connu sous le nom 
de loı de reciprocite, qu’elle a toujours lieu lorsque la premiere est satis- 
faite. L’equation est donc resoluble. Il est evident qu’on peut supposer 
que les nombres /, w, s, qui luı satisfont, sont premiers entre eux, com- 
pards deux a deux. L’equation eiant dans cet dtat, ces trois nombres 
seront lun pair, les deux autres ımpairs, et on s’assure facılement que s 
ne saurait Ötre pair. Je nombre s etant impair, les nombres f, u seron! 
l'un pair, Yautre impair et ıl y auraıt deux cas a examiner selon que 
£ est pair ou impair. Mais quoique ces deux cas soient susceptibles d’ötre 
trait@s par la analyse, ıl est plus simple de n’en considerer qu'un 
seul, celui de Z impair par exemple, et de montrer que lautre peut y 
ötre facilement ramene. Faisons done voir qu'il est toujours permis de 
supposer £ impair dans l’equation Ü—bu=ps’. Sit etait pair dans 
l’&quation (@‘), on deduirait des nombres vu, par le moyen indique 
dans la note relative au commencement du paragraphe 3. du memoire 
precedent, d’autres nombres 2’ (impair), u’ (pair) tels que, "—bu”—=pst 
Nous pourrons donc considerer £ comme ımpair dans tout ce qui va suıvre. 


De 
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Decomposons les nombres Z et u en leurs facteurs sımples, en faisant 
et h, h’,.... designant des nombres premiers impaırs 
La seule inspection de Tequation donne 


On aura ensuite, en appliquant la lui de reciprocite, p etant un nombre 
premier 42 41, 


( p p p 


Faisant le produit de toutes ces expressions et de la formule identigne 


= 2): il vıendra 


p 
pP pP p 


nombre » est de des deux formes Sr-+1, 824-5. Sı p est 


‘ 


de la premiere forme, on a en vertu d’un thcoreme connu, et 
P 
parconsequent aussi (7) = 1. Done (-) =1ı. Sıp est de la forme 
s2 +5, le nombre u sera impairement pair, de sorte me et 
comme on a d’un autre cote pour les nombres premiers y=&n-+-5, 


=—1, ıl viendra 1. Les deux cas dont il vient d’ötre 
question sont compris dans la formule 


pP 
Reprenons l’equation de laquelle nous tirons immeddiatement 


Comme p est un nombre premier 42 +1, et 5 un nombre premier 
+n-+-3, on trouvera en appliquant la loı de reciprocite: 


multiplication donnera ensuife 


1111 . A 
(— ou ce qui revient au möme, 


b p 
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En mettant l’&quation (#‘) sous la forme d’une congruence, on aura 
"== bu? (mod. p). 


On conclut de la en &levant les deux membres a la puissance =: 


=b* u’ (mol. p), 
ou ce quı reyient au mäme, en remplacant par sa valeur (—1)', 


donnde par la formule 


= (—b)* (mod. p). 
Cette derniere congruence fait voir que — b est ou n'est pas residu bi- 
! 
quadratique relativement A p, selon que Ion a ()= 1, ou ()=-! 
pP 


Sı l!’on compare ce resultat a la formule (y‘), on obliendra cet enonce 
est ou n’est pas r&sidu biquadratique par rapport A p, selon que 


0) [Ton a (=) —=1 ()=-ı“ 


) b 


Decomposons actuellement le nombre premier p en deux quarres, 
en posant p = (ot est suppose pair) et mettons cette valeur 
de p dans l’equation («‘). 11 viendra ainsi 

et on aura ensuite en transposant: 

nombres s, f, u &tant premiers entre eux compards deuxä deux, 
on voit par N’equation (@’) que ne saurait £&tre divisible par 6. Nous 
distinguerons maintenant deux cas selon que ® est ou n’est pas divisible 
par b, et nous examinerons d’abord le dernier de ces deux cas. Sı 
nous designons par 7 le plus grand diviseur commun de Pet u, m sera 
impair et non-divisible par comme ®. Posons u=mu’ et 
substituons ces valeurs dans la derniere dgquation. 1 viendra ainsı 

= + bu) 
Comme s®’ et bu’ sont premiers entre eux, d’apres ce qui precede, ıl 
suit connu qui est une conseqnence simple de la loı 
de reciprocit& (Theorie des Nombres no. 197), que tout diviseur AR du 


facteur binome du second membre qui est evidemment impair est tel que 
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La derniere &quation fait voir que chacun des nombres ws, 
est compose de deux facteurs, Tun diviseur de Yautre divi- 
seur de SP" + bu”. Sı nous designons ces 4 facteurs par E, F,K ei 
L, nous aurons ces dquations 
mM’=E£EF, 
t+ Ps"+bu” = KL. 


ll est facıle de s’assurer que les nombres E et F, qui sont Impairs 
lun et l'autre, comme diviseurs de 722°, sont premiers entre eux. En effet, 
si ces nombres &taient divisibles Tun et lautre par un möme nombre 
premier ö, diviserait chacun des nombres £-+ «bs, t— bs et par con- 
sequent aussi leur demi-somme et leur demi-difference, c'est ä dire, les 
nombres Z et D’un autre comme divise »’, il divisera aussi 
le nombre ®, ® etant Egal il suit de la et de ce que @’- est 
egal au nombre premier >, que % n’est pas divisible par 6. 11 faudrait 
donc, d’apres ce qui precede, que ö füt diviseur commun de £ et Ss, ce 
qui est ımpossible, ces nombres etant premiers entre eux. Donc les nom- 
bres E et I sont premiers entre eux, et comme leur produit est un 
quarrd, chacun d’eux en sera pareillement un. On a done 


K et L &tant des diviseurs de s®’@”" + bu”. On conclut de lä, en mul. 


ER FT, 


ou ce qui est la m&me chose: 


Sı Ion fait attention que 5 est un nombre premier 4n +35, on pourra 
presenter de cette autre maniere la derniere de ces expressions, 


derniere etant mise sous cette forme, on voit qu'on peut les com- 


On a aussı 


tipliant: 


vrendre l’une et l’autre dans cette formule 


> 
ui), 
%. 
x 
| | 
3-1 
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dans laquelle les signes sont a volonte, mais les mömes dans les deux 
membres. 


) n \ . 
Comme on a (2) —=1, la congruence x’= p (mod. b) est possible 


et a, comme l’on sait, deux racines entre les limites — #2 et 12. De- 
sıgnons par % lune de ces racines prise au hasard. L’&quation (=) donne 
celte congruence (mod. b). Sı Ion compare celle-cı la pre- 
c&dente, on aura (mod.b). On conclut de la, (mod. b), 
le sıgne ctant tantöt positif, tantöt negatif et dependant du choix que lon 
aura fait entre les deux racines de la congruence xX’==p (mod. Les 
sıgnes &tant a volonte dans la formule on peut supposer qu'ils y sont 
les m&emes que dans celle-cı (mod.b). Remplacant par le 
nombre xs qui ne differe de +7 que par un mulüple de 6, ıl viendra 


+1 
D’un autre cote, sı l’on se rappelle que 5 est de la forme 42-3, on tirera 


de Ja formule #2=xs (mod. b), + (4) 22). Si lon multiplie 


cette expression par la pr&c&dente, on aura, les signes etant les m&mes 
dans ces deux formules, 


ou ce qui revient au meme: 


Si Yon compare cette formule avec ce qui a die prouve plus haut (4°), 
on obtiendra ce resultat: | 

(,——b est ou n’est pas residu biquadratique par rapport ä p, selon 
que lon a 


Ce resultat est relatif au cas ou ® n'est pas divisible par Examinons 
maintenant le cas de @ divisible par d. Soient 6't* et 5" respectivement 
les puissances les plus elevdes de 5 qui divisentPetu (zeth pouvant etre 


nuls), de plus 77 le plus grand diviseur commun de et —. 


nous faisons — bt’ m u=b"mu’, les nombres et u‘, le 
premier est imp«ir, le second pair, seront premiers entre eux, et non- 
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divisibles par 5, et m sera impair et non divisible par 4. La substitu- 
tıon des valeurs precedentes donne cette &equation 

faut maintenant distinguer deux cas selon que lon a ou <h. 
Dans ce premier cas, le facteur binome du second membre peut ätre mis 


sous cette forme: 


ou ıl faut remarquer que les nombres u’ et 5**sQ’ sont premiers entre 
eux. Dans le cas de z<{A, on mettra le facteur binome sous la forme 
suivante: 


ou les nombres s®’ et D" * u’ sont premiers entre eux. On voit done 
que le facteur binome est toujours le produit d’une puissance de db et 
d’une formule ımpaire telle que g°-+- 54°, dans laquelle g et bh sont 
premiers ertre eux. Designant par 57 la puissance de 5 dont ıl sagit, 
on pourra done €crire la derniere equation de cette manicre: 
t— = 4b). 
Les nombres Vs ne sauroient divisibles Yun et lıautre 
par 5b, puisqu’alors leur demi-somme qui est /, le seroit aussi, ce qu’on 
a vu plus haut impossible. Sı l’on dösigne par bs celui de ces 
deux nombres qui est dıvisible par d, on aura Ys==0 (mod. b) et je 


dis que lautre Z+ bs est tel que 1. En effet bs est com- 


pose de deux facteurs E et X dont le premier Z divise 7°, le secon!l 
+ bh. 


Or, on s’assure comme dans le cas de ® non-divisible par 5, que 


E estun quarre, de sorte quon a (z) ==1. Onaaussı (2)= 1, K etant 


diviseur de g’ On conclut de en multipliant: 


b bh 


ll est permis d’augnienter £+ «b dans cette formule d’un multiple quel- 


conque de 5. Ajoutant le nombre £*+ quon a vu &tre un tel mul- 
tıple, ıl vıendra l, ou ce quı revıent au meme: 
sultat dont la comparaison avec un theor&me connu fait voir que dans 


le cas de ® divisible par 5, on a (—) =ı )=— 1, selon que 5 


er 
= 
> 
= 
. 
- 
= 
> 
x 
ER 
- 
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est de la forme 82 +7 ou de celle-ci S2-+3. Si l’on combine ceci 
avec le resultat obtenu plus haut (6), on trouve que, lorsque ® est mul- 
tiple de 
„— b est ou n’est pas residu biquadratique par rapport A pP, selon 
„que b est de la forme Sn +7 on de celle-cı 82 +3.” 

En reunissant ce dernier r&sultat a celuı auquel nous sommes par- 
venus plus haut ((’), on aura le theoreme I. Enonce ä la fin du para- 
graphe 4. du memoire precedent, theoreme qui se trouve ainsi etabli 
d’une maniere tres sımple et entierement rıgoureuse. 

Occupons nous maintenant de la demonstration du theoreme II. 
Designons, comme dans tout ce quı pr&ec&de, par @ un nombre premier 
4n--1 et par p un autre nombre premier egalement de la forme 42 +13 


et tel que >) =1. On conclut de la, en appliquant la loı de recipro- 


cite, qu’on a aussı (2) —= 1. Ües conditions ayant lieu, ıl suit du theo- 


reme dejä cite plusieurs foıs, que l’equatıon 

peut &tre resolue. Si l’on suppose que les nombres £, u, s, compares deux 
a deux, n’ont pas de diviseur commun, s sera paır etles deux autres se- 
ront l’un pair, l’autre impair, comme il est tres facıle de le voir. Il est 
evident en outre que, sı l’equation est dans cet etat, u n’est pas dıvisible 
par >, $ ne l’est pas par a, et / n'est divisible nı par @ nı par >». 

Decomposons les nombres £ et u en leur facteurs sımples, en fai- 
desıgnant des nombres premiers impairs, et l’un des nombres u, &tant 
egal a zero. 

L’equation donne d’abord 


(?) = ı, (&)= 1, F)=1,.... 


don Von conclut ensuite en appliquant la loı de reciprocıte: 


P 
Faısant le produit des dquations precedentes et de T’&quation identique 


(= ıl viendra 
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Il resulte encore de l’equation qu’on a 


Comme les nombres premiers @ et p sont Yun et lautre de la forme 
4n +1, on conclut de la, en vertu de la loı de reciprocite: 


Multipliant entre elles toutes ces expressions, il viendra l’@quation 
a p 
qui se change en celle-cı, sı multiplie ses deux membres par 
Distinguons actuellement deux cas, selon que u est pair ou ımpaır. 
Sı u est pair, £ est impair; on a donc alors X= 0, et la derniere ex- 


pression se reduit a celle-cı: 


Quant a la formule zum il est facıle de voir qu’elle Equivaut, 
pP P 


dans ce cas, A celle-ci: 
p—ı 
u 
pP 
Pour s’en convaincre, il suffit de remarguer, que, sı p est de la forme 


9r 
Sn-+1l,ona (5) =], et parconsdquent aussi (=) =], et qe,sıpala 


forme Sr -+5, v est egal a Tunite et qu’on a pour tout nombre premier. 
8n-4)5 (=) 1. 
p +5 
Passons ä l’autre cas qui est celui de £ pair et u impair. On a, 


dans ce cas, v=0, ce qui reduit Ja formule ()=(7) A (*)= I. 
pP 


Si les nombres p et @ sont l’un ct Tautre de la forme 82 +1, m 


et l’autre de la forme Sr +5, on a (2) zum () et parconsöquent 


a p 
aussı (—) = et la formule (>) = se change en celle- 
a p p a a p 


ft 
a1 (2) = (2). Si, au contraire, les nombres a, p sont Yun de la forme 


= 
\ 
- 
x 
. 
a p 
. 
| 
= 
- 
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Sr-+-1, Yautre de la forme 82 +5, ona (>) (2). D’un autre 
cote, Yinspection de l’equation fait voir que, dans ce cas, le nombre / est 
impairement pair, de sorte que Ona donc alors ()= — (2) 
pP 


Ces deux resultats sont compris dans la formule 


Sı nous reunissons tout ce que nous venons de prouver, nous aurons cet enonce: 
ge a pP 
„pair, lon a (-)= (*) (— 1) 


En comparant ce resultat avec la congruence ?? =(—u)* u? 
(mod. p), qui se deduit immediatement de T’equation (v’), on trouvera ce 


a—ı 


resultat: 
„Si u est pair, a est ou n'est pas r&esidu biquadratique par rapport 
„a p, selon que l'on a 


I yet si u est impair, @ est ou n'est pas residu biquadratique re- 
„lativement a p, selon que l’on a 


„() =(—1)' ou (+) = —(—ın)'. 


a 
Decomposons p en deux quarrds, en posant p= + etant 
suppose pair). La substitution de cette valeur dans l’@quation (n‘) donnera 
Nous distinguerons maintenant deux cas selon que ® est ou n'est pas dı- 
visible par @. Premier cas: ® n'est pas dıvisible par «. Comme ® est 
ımpair et non-divisible par @, le plus grand diviseur commun de ® et 
de u, que nons designerons par 77, sera aussi impair et non-divisible par 
@. Si nous faisons u=rmu', l’equation preckdente se changera 


en celle-cı: 

— LS) = — au‘): 
s est premier a «u et parconsequent aussı a au’, 9’ est egalement pre- 
mier a au‘; done et @u’ niont pas de diviseur commun. Cela ctant 
ainsi, ıl suit dun theoreme connu (Zheorie des NNombres no. 197.) que 
tout diviseur impair de + au” est tel qu'on a (=) —1. 


De- 


| 
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Desiguant par E, X, F et L quatre indetermindes, nous pourrons 
remplacer Ja derniere &quation par celles que je vais dcrire 
m ER EF, 
t— FL, KL — au”. 


On sassure facilement que les nombres impairs 7 et I sont premiers 


entre eux. Il suit de la que chacun d’eux est un quarrd, de sorte quon a 


F 
ad 
Il maintenant considörer successivement le cas de pair et celui de 


uımpaı. Sıuest pair, u’ = le sera pareillement, et comme s®‘ est 


toujours ımpaır, au‘ sera egalement impair. Les nombres Ä 


et Z seront done dans ce cas impairs Jun et lautre et comme ils divi- 
sent le binome precedent, on aura 


T; 
=], (=) == 2. 
a 


Nultiphhant ces expressions par celles que nous venons d’ecrire, ıl viendra 
uns ) IF 
=) = (= =]. 


Comme est un 4n-+1, ıl est permis d’ecrire la for- 


mule 1 de cette antre maniere: —=1. Ona done, 
a 


dans le cas de paır, (= 1, le double sısne ctant a volonte. 


u 


Passons au cas ou x est ımpair. Le nombre u — sera ega- 


lement impair dans ce cas, et comme les quarrös ımpairs u, 
sont de la forme on voit que le binome (s®)’— eu” sera de 
forme $n ou de la forme 8n --4, selon que @ est de la jorme Sn +1 
ou de celle-cı S2-+5. Nest facile de s’assurer que, sı @ est de la forme 
Sn+1, ona (-)=1, En effet, sı Von fat 2 


a 


.tant la puissance la plus elevce de 2 qui divise X, A’ sera un diviseur 


r 


impair de au” et l'on aura —=1. autre cote, on sail, 


par un theoröme connu, que tout nombre premier a=8Sn-1, est tel 


()=1. On conclut de la (=)=1, et multipliant ensuite par 


a 
)= 1, il viendra (2) ==1. On prouve d’une manicre toute semblable 
a 
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qu’on a aussı (=) = 1. Multipliant ces formules par les expressions 
E F 
(-) zu: }, (—) 1, obtenues plus haut, ıl viendra 


Il est facıle de voir que ces resultats, qui ont lieu, lorsque u est impair 
et qu’en m&me temps «a est de la forme 82-1, peuvent £tre r&unis 


la formule (Fe —ı, dans laquelle le double signe est a volonte. 


nombre u etant toujours impair, supposons de la forme 8r +95. 
Le produit XZ, qui @equivaut au binome (sP)’— au”, etant alors de la 
forme 8n +4, et les nombres Ä et Z etant &evidemment pairs l’un et 
Vautre, chacun d’eux sera de la forme 42 -+?, de sorte qu’en faisant 
K=2K, L=2L‘, K' et L‘ seront impairs; et comme ces derniers 


nombres sont en outre diviseurs de (sP)’— au‘, ıl suit de ce qui a ete 


dit plus haut, quon 4 (-)= 1, ()= 1. Mais on a, d’un autre cote, 


‚a 


2 
a etant de la forme 8r +5, = —ı. Multipliant par les expressions 


precedentes ıl viendra d’abord (=) =—], 


a 


)=—ı, et sı fait 
ensuite le produit de ces nouvelles expressions et des expressions (-) == 1, 


(-)= 1, trouvees plus haut, on aura 


Ces resultats, qui sont relatifs au cas ol # est impair et ou le nombre 
a est de la forme 82 + 5, sont compris dans la double formule 


== —ı. 


a 


En resumant tout ce qui precede, on aura cet Enonce: 


„Sı u est pair, on a e)— 1; sı, au contraıre, zu est ımpaır, 


„on a (=) = — (—1)*, le double signe etant ä volonte dans I’un et 


„lautre cas.” 
On a vu plus haut (I) que, lorsque u est pair, @ est ou n'est pas 


residu biquadratique par rapport a selon que a () == 08 
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t [4 \ 
(2)=-—ı. D’un autre ıl resulte de ce qui pr@cede, qu’on a, dans 


ce m&me cas, (Fei)=ı. On conchut de la que, sı u est pair, @ est 


ou nest pas resıdu biquadratique relativement a >, selon que l’on a 
a a a 
On a egalement vu plus haut ($) que, lorsque u est impair, @ est ou 
n’est pas resıdu biquadratique par rapport a p, selon que l’on a 


a—ı a—ı 
Dun autre cote, l’enonce precedent fait voir, qu'on a, dans cas de u 


vstt 
ımpair, (Fe = (—1)*. En comparant ces deux resultats, on con- 


clut, que, lorsque u est impair, @ est ou n’est pas r&esidu biquadratique 
relatırement pP, selon que l'on a 


l,a conclusion etant la m&me dans le cas de v pair et dans celui de u 


ımpair, on peut Enoncer ce resultat: 
’ 


„Sıa est residu biquadratique relativement äp, ona (2)= 


„si, au contraire, n’est pas residu biquadratique par rapport p, on 


„a = — le double sıgne etant a volonte dans l’un et l’au- 


a 


„tre cas.” 
Comme on a (?\ = 1, la congruence x’==p (mod. «), sera possible 


et aura, comme T’on sait, deux racines entre les limites — z5@ et 30. 
Supposons que x designe indistinctement lune ou l’autre de ces racines. 
On tire ımmediatement de lequation ps” (mod. a), congruence 
dont la comparaison avec la precedente donne ?=x’s’, Ht=xs(mod.«), 
le signe superieur ayant lieu pour l’une et le signe inferieur pour l’autre 
des deux racines de la congruence x’=p (mod.«). Sı «@ est resıdu bı- 
quadratigue relativement ä p, on a, comme l’on a vu ıl n’y a qu’un in- 


stant, ()= Le double signe &tant a volonte dans cette for- 


a 
mule, nous pouvons le süupposer egal a celui qui se trouve dans la con- 
sruence t2=xs (mod.a). Si nous remplagons + £ par %s, ıl viendra: 


= 
> 
s 
ef 
1 
= 
= 
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a [03 we a 
D’un autre cote, on tire de la congruence H2=xs (mod.«) en se rap- 


pelant que «@ est de la forme -H1, (-) —=(£) (2). Sı multiplie 


a 
maintenant membre par membre cette equation et la pecddente, on aura 


(-) — ern ou ce quı revıent au meme: 1, re- 


a a a a 


sultat quı a lieu lorsque @ est residu biquadratique relativement ap. On 
trouverait de Ja m&me maniere, que, si @ n’est pas residu biquadratique 


par rapport a p, on a pen) — —ı. 


Ces resultats sont relatifs au cas ou ® n'est pas divisible par «. 
Resterait a traiter le cas ou ® est divisible par @«. Wanalyse qu'il faut 
appliquer ä ce second cas, etant entierement semblable a celle que nous 
avons exposce avec detail dans ce qui precede, nous nous dispenserons 


de la developper ıcı, et nous nous bornerons a Enoncer le resultat au- 
quel elle conduit: 


„Sı ® est divisible par @, @ est ou n’est pas residu biquadratique 
„par rapport a >, selon que «a est de la forme 82-41 ou de celle-cı 


Ce resultat et celuı quı precede constituent le theoreme II. enonce 
dans le dernier paragraphe du memoire pre&cddent. 


On a sans doute remarque que les Enoncds des theoremes ]. et 1. 
sont tels qu’ils n’y entre que la racine % du quarre pair W* que l’on ob- 
tient en decomposant > en deux quarres. Il seroit facıle de modifier ces 
enonces de maniere, a ce quiils ne renfermassent plus que la racine ® 
du quarre ımpair. On y parviendrait en suivant une marche entierement 
semblable a celle que nous avons exposce dans ce qui precede. 


Lies resultats (0) et (I), sur lesquels nous nous sommes appuyes 
pour etablir les theoremes ]J, et II,, renferment eux m&mes une infinite 
de theoremes interessans analogues au premier des theoremes de M. 
Gauls. On deduit, par exemple, de l’enonc& en y supposant 


„? designant un nombre premier 202-1, si fait 
„> sera ou ne sera resıdu biquadratique relativement A >, selon que u 
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„est pair ou impair; au contraire, si p designe un nombre premier 
„202-9 et qu’on fasse de möme p=#°-+5u”, 5 sera ou ne sera pas 
„residu biquadratigue par rapport ä >, selon que u est impair ou pair.” 


Lies resultats et (9) se rapportent aux dquations 
On trouverait par des considerations du m&me genre des resnltais ana- 
logues rclatifs aux &quations —=ps’, P—au—=ps”. 


En traitant la premiere de ces @quations et faisant ensnite, pour 
donner un exemple, 5 = 3, on auroit ce theoreme particulier: 


„p designant un nombre premier 122-+-1, si lon fat p=r+3u', 
„t sera un nombre ımpair. Cela pose, je dis que 3 sera ou ne sera pas 
„residu biquadratique par rapport A p, selon que £ est de la forme 
„12n +1 ou de celle-cı 122 #5.” 
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Ueber Reihen, durch welche höhere Potenzen des 
Bogens durch den Sinus ausgedrückt werden. 
(Von Uerm Dr. E. J. Scholtz in Breslau. ) 


I den Melanges d’analyse, herausgegeben im Jahre 1815 von Herrn 
v. Stainville, findet man für das Quadrat des Bogens eine nach den 
steigenden Potenzen des Sinus geordnete Reihe, die sich durch die Ein- 
fachheit ıhrer Form empfiehlt. Die Methode, nach welcher man mit 
Hülfe der Differenzialrechnung diese Reihe ableiten kann, schien mir 
einer Anwendung auf höhere Potenzen des Bogens fähig zu sein, und der 
Versuch, den ıch damit machte, bestätigte meine Vermuthung. Das 
Gesetz, nach welchem sich dıe Form der Coefficienten der Sinuspoten- 
zen richtet, ist wenigstens noch für die 3te, 4te, Ste und 6te Potenz des 
bogens sehr einfach. Für noch höhere Potenzen ist der Ausdruck aller- 


dings verwickelter, kann jedoch nachweislich ohne Schwierigkeit aus 


den vorhergehenden Potenzen abgeleitet werden. 


Die eben erwähnte Methode, das Quadrat des Bogens durch eine 
nach den Potenzen des Bogens fortlaufende Reihe auszudrücken, beruht 
auf Folgendem: Es sei ®@ der Bogen, <=sin® und y=@', so ıst 
0X 
= 
soll, mufs nothwendig nach den geraden Potenzen von x fortgehen, weil 
D einerlei Werth erhält, man mag x positiv oder negativ nehmen, und 
daher folgende Form haben: 


9 


Die Reihe, durch welche y oder ® dargestellt werden 


nach nochmaliger Differenzurung 7,3 v 


und hieraus die Gleichung 
n2 
)—ı = 2. 


Ans der angenommenen Reihe erhält man aber 


4. 
| 
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= 2%a,c (2n — 2) an + etc. 


Die Substitution dieser Werthe der Differentialquotienten in jene Gleı- 
chung giebt folgende: 
2a, In ete. 
— 2.a, —)3.4.a, — (2n—3) (In—2) 


wodurch die Coefficienten der Potenzen von x in der Reihe iür @ be- 


stimmt sind: 
2a, 2, 3.t.a, 2», Q; 9.0.06 4°, a, = (An—2)?. 


92 22,42 (In—2)?. an. 


— 


woraus von selbst folgt: «,, = In 


2.4.6....(2n—2) 


sich auf folgenden reducirt: = Die Reihe ıst also 


folgende: 


Betrachten wir nun ganz allgemein irgend eine beliebige Potenz 
des Bogens ®”, so haben wır zweı Fälle zu unterscheiden, wenn nem- 
lich a eine ungerade, und wenn m eine gerade Zahl ist. Wie auch 
die Reihe für @” gestaltet sein mag, so erhellt wenigstens so viel, dals 
ın derselben die niedrigste Potenz von x die te sein mufs, und zum 
Coefhicienten ı hat. Ist 2 eine ungerade Zahl, so sieht man sogleich, 
dafs in der Reihe für @” die Potenzen von x nur nach ungeraden Expo- 
nenten fortschreiten können, weil der Zahlenwerth von ©” für positive 
und negative x gleich sein und nur entgegengesetzte Zeichen haben mufs. 
Ist aber m eine gerade Zahl, so können die wachsenden Exponenten von 
x nur gerade Zahlen sein, weil D” gleiche positive Werthe, sowohl für 
positive als negative x erhalten mufßs. Aber im einen wie im ändern 
Falle wird in der Reihe der Exponent einer jeden Potenz von x immer 
um 2 kleiner sein als der der nächst höheren Potenz, so dafs also, max 
m ;erade oder ungerade sein, die Reihe für @” immer folgende Form 


| 
= 
. 
Er 


A, Schelt:z, fur Potenzen der 


haben wird, wenn man ®"==Y setzt: 

wo g von der Form 2 -+2p sein, und zugleich mit za gerade oder un- 

serade sein mufs, und @,„—=1 ist. 

Mit Tlülfe der vorhin gebrauchten Metliode zur Entwickelung des 
Juadrats des Bogens in eine Reihe, kann man nun die Cocefficienten in 
der Reihe für ©” durch die Coefficienten in der Reihe für &”"” bestim- 
men, so dafs man also immer, wenn die Reihe für irgend eine Potenz 
des Bogens bekannt ıst, im Stande ist, die Reihe für die Potenz, deren 
E,xponent um 2 gröfser ıst, zu finden. Wır wollen uns nun, um ©” durch 
eine Reihe darzustellen, die Reihe für ©”"" gegeben denken, und indem 
wir z=0®""” setzen, der Reihe diese Form geben: 

wo wieder 4, .=1 undgyg=m-2p ist. 


nd letzteres noch emmal differenturt, dann mit Y(1— multiplicirt 


und z statt gesetzt: 
OY 


man nun dıe ans (w.) erhaltenen Ausdrücke für die Differential- 


nolhienten: 


- 


— ma„2” (m + (m te... 
+ g—2)0,,27 "+ + etc, 
— (m—1)m ?+(m+1) m--2)0 +(m43) 
in die Gleichung (#.) substituirt und statt z die demselben gleichgesetzte 
Reihe schreibt, so bekommt man, indem man gleiche Potenzen von x 


zusammen ordnet: 
(m—1).m. an (m+1)(m42). + (m+3) (m+4). 


— (m—1|).m. Am — (m+1)(m+2). am+a 
— m. Am — (m+?) 
— (m—1l).m.b, — (m—1).m.bmte 
etc. 


— (9-3. 2) 
(4—2) Ag—2 


— (m—l).m.ba- 


Hıer- 
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Hieraus ergeben sich folgende Bestimmungen der mit @ bezeichneten 
Coeiüicienten: 
1, 
m’. am + (m— 1m. bm 
° 
(m +2)? + (m — 1) m. 


3 


a (m +6)? + (m — 
m+3 (m+ 7) Im 8) 
U, S. 


und endlich 
(g— 2)? .ay a + (m— 


oder dy=m-2p: 
(mn +2p—1)(m+2p) 


und eben so @,4, oder 
— (m+2p). 
(m+2p-H1) (m+2p+2) 
Substituirt man nun ın @„,, den Werth von @„=b,„_.,, und den so be- 
stimmten Werth von in und in u. 5. f., so findet 
man nach Ausführung der gehörigen Reductionen: 
m.m (m—1).m m.m ( m—i ) 
m(m+2).m ( m—1 ) (m—1l).m 2 
m (m-+-2),.m ( m—1 (m—1)(m-+1) ) 
und auf dieselbe Weise: 
m(m+2)(m-+-4).m 
= +1)(m+3)(m+5)(m+6) 


, 3 
—1)(m +1) 


a 


+2){m+4)(m+6).m ( (m 


m(m+2)(m+4) m(m +2)(m+4)(m +6) 

woraus man sieht, dafs der allgemeine Coefficient, d. ı. der zur ten 

oder (m-+-2p)ten Potenz des Sinus gehörige, folgende Form haben wird: 
Crelle's Journal. IIL. Rd. 1. Hft 10 
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m(m+2) (m+%)...(mt2p—D , m— m--1) 

(m—1)(m+1) (m+3) (m— 1) (m+1) 


Von der Richtigkeit dieses Ausdrucks kann man sich leicht über- 
zeugen, wenn man diesen Werth von @„4., in die Formel für den nächst- 


indem man dann diesen letzten Coeffieienten gerade so gebildet findet, 


als wenn man in den Ausdruck von @,4,, statt 2p gesetzt hätte 2p-+2. 
Denn daraus folgt, nach der bekannten Schlufsfolge, dafs das in @„4. 
ausgesprochene Gesetz der Bildung der Coefficienten' allgemein richtig 
ist, da es für U. w., oder ür —=2, u 8 w. gilt. 
Nur @„== b,_,, welches der allgemeine Cocfücient für p=0 angeben 
müfste, scheint ın demselben nicht mit eingeschlossen zu sein, doch 
kann man dem allgemeinen Coefficienten, ohne seinen Werth zu ändern, 
leicht eine solche Form geben, dafs man daraus auch den ersten Coefh- 
cienten ohne Anstofs wieder finden kann. Nach den so eben aufgestell- 
ten Bestimmungen der Coeflicienten kann man nun die Reihe für eine 
jede Fotenz a. ableiten, wenn man die Reihe für die um 2 niedri- 


gere Potenz "= 2 kennt. — Wenden wır dies nun zunächst an auf: 


Die 2te Potenz. Für diese ıst 72 =2, und also, wenn man 2n statt 
g=m--2p schreibt, 


Die Reihe für die um zwei niedrigere Potenz @"”=@°= 1 beschränkt 
sich auf das erste Glied «= 1, so dafs also b„.=1, aber alle übrigen 


mit 5 bezeichneten Coefficienten O sind. Setzt man nun in den für ®"” 
allgemein gefundenen Coeficienten ,=1 und alle übrıgen mit be- 
zeichneten Coefficienten = 0, und m —=2, m+2p=2n, so wird man 
sie genau so erhalten, wie vorhin aus der unmittelbaren Bestimmung der 


Reihe für @°. 


Für die 3te Potenz ıst a=3 und nunmehr @”"=@=y, und die 
um 2 niedrigere Potenz, nemlich z=®, wird bekanntlich durch fol- 


sende Reihe der Sinuspotenzen ausgedrückt: 


1 1.3. 1.3.5...(2n—3) 1.3.5...(In—1) 


| 
| 
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« — 1 3 
Da m=3, so hatman =ı, b,=b, = 33° = 
1.3.5 
5407 etc und setzt man m 2p=2n-+1, 


b b 1.3.5....(2n— 3) 
Die allgemeinen Formeln gehen nunmehr, wenn man n=3 setzt und 


jene Werthe von Ö we substituirt, in folgende über: 


“5 1 3.3 1 N 


3.7 
4.6.7 = 45.6’ und ebenso 


3.5.7, (2n— 


Wır haben also ne für @’ folgende Reihe: 
3.9.9 
3.9.7... — 


Die 4te Powenz wird nach den allgemeinen Formeln durch die 
Coefficienten der zweiten bestimmt. Da n==4, so hat man 


2 2.4 2.46 
33° = = 3577 US. W,, und all- 


gemein, wenn man 22=m 2p setzt, = 


und da U.S.W., und = 50 ist 
4.2 1 2 
35.7 4.6.8 


4.6.8.2 1,1 =) 


5.7.9.9 
.(2n—3) 2.4.6...(In—4) ) 


5.7.9....(2n— 1\ n 1-+ 22 + 4? 4.6 3..(2n—2) 


5.7.9... In—l).n 


10* 


v 
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PR 
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Die Reihe ıst also 
4.0. 6.8. 


49 1 1 1 
Die Ste Potenz wird aus der dritten abgeleitet. Da nm =5, so ıst 
0,23. Int u. 5. f. und 0,4» = 4,4, = wenn man m-+2p 
=2n--1 setzt; und eben so b„—=b,, b, u. 5. f., und 


= Der Kürze wegen wollen wir mit die Summe 


der reciproken Quadrate aller ungeraden Zahlen von ı bis (22—.1) ein- 
1 1 
schliefslich bezeichnen, so dafs z.B. =ı1+ Wenn man 


nun in die allgemeinen Formeln m=5 setzt, und jene Werthe von d 
aus der Reihe für die driite Potenz substituirt, so erhält man: 


15 
|;- (143 u. 5. w., und da 
3). 


so findet man den allgemeinen Coeficienten nach Ausführung aller Re- 


ductionen: 
5.7. 9... 
5.8.10... In. 


Die etwas unbehülfliche Form dieses Coefhicienten läfst sich indef[s weit 
einfacher darstellen. Wır wollen hierbei nur bei dem allgemeinen Coefh- 
cienten stehen bleiben, der ja die übrigen mit einschliefst. Man kann sich 
nemlich leicht überzeugen, dafs die in den Klammern {} eingeschlossene 


endliche Reihe in dem allgemeinen Coefficienten, deren Summe wir mit 
1 1 


(, bezeichnen wollen, ist: On — ij 1% 


wo 


4. Scholtz, Reihen für Potenzen der Kreisbogen. 7 


1 


VER. die Summe der reciproken 4ten Potenzen aller ungeraden Zah- 
(22. —1)* 


len von 1 inclus. bis (22— 1) inclus. bedeutet. Denn wenn wır eınst- 


1 1 
weilen 32 On 13 —P., setzen, so ist, wenn man ın 


1 
Q, und P,, statt 2 substituirt, = und 


1 1 1 1 1 
so also, dafs wenn (, auch 0,1, = ist. Nun ıst wırk- 


lich %,=P, für n=2,n=3, u. s. w., also ist auch ganz allgemein 
Q,=P,, und man kann daher a,,+, unter folgender einfacheren Form 


darstellen: 
„4 
2,4.6.8.... 2n. (2n-+1) In—1)? 
Für die 6te Potenz ist m=65 und m—2 —=4. Die mit 2b be- 


— b,... (wenn man m-+-2p=2n setzt) müssen aus der Reihe für die 
tie Potenz genommen werden, und verfährt man auf eine ähnliche Weise 
wie bei der Sten Potenz, so erhält man folgende Werthe der Coefficienten: 
a,=1; 


wenn wir auf eine ähnliche Weise wie oben, 
+5 setzen; 


2 


M 
| 
| 


| 

+ 

= 

N: 

—,— 


78 4. Scholtz, Reihen für Potenzen der Kreisbogen. 


6.8.10....(2r—?2). 6 


+ 6.8.10... 0n2).5.7.9.11.. On (n—2)? 


4 1 
— 7.,9.11....(2n—1).2n 


4 


1 

= 79.11... (Qn—1).2n (= 

wo & das Quadrat der Summe der reciproken Quadrate aller 
natürlichen Zahlen, von 1 bis (2—1) einschliefslich, und die 


Summe der reciproken Biquadrate derselben natürlichen Zahlen bezeich- 
net. Von der Richtigkeit der Ableitung des letzten Ausdrucks von a, 
aus dem vorhergehenden kann man sich auf einem ähnlichen Wege, 
wie bei der fünften Potenz überzeugen. Auch kann man den Ausdruck 


für a,. so schreiben: 
4.6.8....Qn—2).5.6/, 1 1 
in welcher Form auch der erste Coefficient «, richtig angegeben wird. 
Für noch höhere Potenzen scheint sich das Gesetz für die Bildung 
der Coefücienten nıcht mehr ın einer hinreichend einfachen Form dar- 


stellen zu lassen, weshalb ich auch diese Untersuchungen hier nicht 


weiter fortführen will. 
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5. 
Note sur le memoire de Mr. L. Olivier No. 4. du 
second tome de ce journal, ayant pour ütre „remarques 


sur les series infinies et leur convergence.” 
(Par Mr. N. H. Abel.) 


Suivie d’une remarque de Mr. L. Olivier sur le m@me objet. 


1. Note de Mr. Abel. 


O. troure pag. 34 dans ce mdmoire le theor&me suivant pour recon- 
noitre si une serie est convergente ou divergente: 

„Sı Yon trouve que dans une serie infinie le produit du 2" terme ou 
„du 7" des groupes de termes qui conservent le möme signe, par n, est 
„zero pour 2=%x, on peut regarder cette seule circonstance comme 
„une margie, que serie est convergente; et r&öciproquement, la serie ne 
„peut pas convergente sı le produit n’est pas nul pour n= x.” 

La derniere partie de ce theoreme est tr&s juste, mais la premiere 
ne semble pas Par serie 


1 
2 log? 37 41054 


ologd 


1 


n logn 


1 
est divergente quoique 5oit zero pour n=®. En eifet les 


logarıthmes hyperboliques dont ıl est question sont toujours moindre que 
leurs nombres moins 1,. c’est & dire, on a toujours nm) <x. Sı 
x >1 ccela est evident. Sı <1lona 

=r 
donc aussı dans ce dernier cas log(1+-x)<x, puisque 


sont tous posıtifs. En faisant x = — cela donne 


log ou bien log? 


n 
ou 


log(1-+n) — logr < (+ -) logn: 


donc 


loglog(ı <loglogr + log (1 + 


nlogn 


- 
“ 
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1 1 
Mais puis ı+2) <x ( ) 
Mais puisque log(ı <x, ona 75: < donc en vertu 
de l’expression pröcedente, 
1 
loglog(1 <logloer + 


En faisant successivement 2=2, 3, 4,.... on trouve 
1 
loglog3 <loglog2 + 31023? 
1 
loglog4 <loglog3 + 


1 
loglog5 < loglog4 + 


1 
loglog(1+n) <loglogz + 
donc, en prenant la somme, 
. 1 1 1 1 


Mais pour donc la somme de la serie proposcde 
1 1 + 
2lög2 4log4 


3log 


st ınfını 
nlogn est ınfinıment grande et par conse 


quent cette serie est dıvergente. Lie theoreme enonc& dans l’endroit cite 
est donc en defaut dans ce cas. 


En general on peut demontrer est impossible de trouver une 
fonction telle, qu’une serie queloonwue 
dont nous supposons tous les termes posıtifs, soit convergente, si On.a, est 
zero pour =» et divergente dans le cas contraire, C'est ce qu’on peut 
faire voir Varde du theoreme suivant. 


Sı la serie est divergente, la suivante 


le sera aussi. En eflet, en remarquant que les quantites «,, a,, a 


sont positifs, on a en vertu du theoreme log(1+xr)<x, demontre ci dessus, 


los(, lg, +0....«,_,) 


c'est a dıre 


An Ur 
done, en faisant succesiivement 2, 3, 
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log(a,+ — loge,< 
log(a,-+a, + — < 


et en prenant la somme, 


Mais sı la serie 9 est divergente, sa somme est inü- 


[4 


nie et le logarithme de cette somme lest egalement; donc la somme de 


a 
la serie —— es 
do tan 


Qo 
! 
et cette serie est par consequent divergente, sı la serie +0,....0,_, 


lest. Cela pose, supposons que Pr soit une fonction de z telle, que la 
serie soit convergente ou divergente selon 


t aussi infiniment grande, 


que On.a, est zero ou non pour 2=mw. Alors la serie 
1 1 1 1 


sera divergente et la serie 
1 1 


gl'’g2 
1 
1 1 

convergente; car dans la premiere on a a,Pr=1 et dans la seconde 
0„On=0 pour n=x. Or selon le theoreme £tablı plus haut, la se- 
conde sdrie est ndcessairement divergente, en möme tems que la pre- 


miere; donc une fonction telle qu'on l’a supposce nm’existe pas. En 
faisant Or =n, les deux series en question deviendront 


et 
1 1 
1 


qui par consequent sont divergentes toutes deux. 
Crelle’s Journal. 111. Bd. 1. Afı. 
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2. Remarque de Mr. 1. Olivier. 


une serie donnde, dont p.e. tous les termes sont positifs et vont toujours 


Soit 


en deeroissant et dont ıl s’agit de juger la convergence. Representons 
les termes de cette serie par les ordonnees orthogonales d’une courbe XF 
(Fig. 12.) dont les abscisses sont les nombres entiers 1, 3, , 4,..... 
Soit Bb egal au terme a,, le reste de la scrie A partir de ce terme sera 
reprösenie par la somme des aıres des parallelogrammes Be, Cd, De etc. 
a Yinfini. En second lieu le produit z.«@, sera represente par l’aire du 
parallelogramme Bbvu. Mais puisque les ordonndes de la courbe dimi- 
nuent toujours de manıere que l’axe des abscisses est une asymptote de 
la courbe, le parallelogramme Bbvu sera evidemment plus grand que 
la somme des parallelogrammes Be, Cd, De,.... Done si n.a, est 
zero pour p=w, la somme des termes de la serie donnee & partir du 
a" terme, c’est a dıre le reste de la serie le sera a plus forte raison, et 
par consöquent la serie sera convergerte si 2.0,=0 pur n=x. 

De cette manıere le theoreme que jaı presente A leendroit cite 
semble &tre tres bien fonde et les exemples que jaı donnds semblent le 
verißer. Neanmoins, d’apres ce que Mr. Abel vient de remarquer cı 
haut, le theoreme n’est pas generalement applicable. C’est un nouveau 
cas tres remarquable qui fait voir combien il faut avoir de precaution 
partout oü il s’agit des quantites infinies, La cause de la contradiction 
apparente entre le r&sultat des conclusions apparemment evidentes et le 
resultat effectif, est, n’est pas permis d’appliquer indılferemment a 
Vinfini ce qui est bien sür pour des quantites finies. En effet la somme 
des aires des parallelogrammes representes par les produits 2.@,, .Q,, 
est egalement plus grande que celle des parallelogrammes 
Be, Cd, De,..... et möme plus petit que laire du parallelegramme 
Bbvu. Done, on pourroit dire avec le mä&me droit que le reste de la 
serie donnde A partir du 2" terme est nul sı la somme 

lest, et la somme de cette serie pourra effectivement &tre encore un quan- 
ou möme infinie sı 2.0, est nul. 
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Ö. 
Annäherungs -Construclion des Kreis-Umfangs und 
Flächen - Inhalis. 


(Vom Herrn Cand. phil. Specht zu Berlin.) 


Is: BC der Radius eines Kreises, so findet man den Umfang und Flä- 
chen-Inhalt dieses Kreises näherungsweise vermittelst folgender einfachen 
geometrischen Construction. Wenn man nemlich den Durchmesser 2) 
(Fig. 13.) senkrecht auf BC stellt, und über D hinaus verlängert; alsdann 
auf dieser Verlängerung, Da=ab=be, gleich dem fünften Theile des 
Radıus nımmt; ferner die 3C über C hinaus bis 4 verlängert, so dal; 
5A = (a; endlich aus dem Puncte 4 mit der Ce die Parallele 
zieht, welche die Verlängerung von BD in & trıfft: so wird die BZ dem 
Umfange, und das Dreieck BCE dem Flächen-Inhalte des gegebenen 
Kreises sehr nahe kommen. 
Für BC = ı st 


Ca’ = Ba = 


BC:Be BA:BE, 


13V 146 


Nun ist = 3,141592653 .... woraus zu ersehen, dafs die Con- 
struction den Umfang und Flächen-Inhalt des Kreises bis zur sechsten 
Decimal-Stelle genau giebt. 
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Beweis zweier Lehrsätze 
ım zweiten Bande dieses Journals, Heft I. S.97. No. 7. und 
Heft III. S. 292. No. 64. 


(Von Herrn Remy, Stud. phil. zu Berlin.) 


1. 
Lehrsatz. Halbirt man in einem Viereck im Kreise so- 
wohl die Winkel zwischen den Diagonalen, als auch die 
Winkel, welche die gegenüberliegenden Seiten einschlie- 
[sen, so sind von den 6 Geraden, welche diese Winkel hal- 
biren, 3 und 3 parallel. 

Wenn nemlich ZBCD (Fig. 14.) das gegebene Viereck ım Kreise 
ist, und RQ und 77, ST und Y/F halbiren die Winkel, welche die ge- 
genüberliegenden Seiten des Vierecks einschliefsen, VZPT und OP hinge- 
gen die Winkel zwischen den Diagonalen des Vierecks, so ist zu be- 
weisen, daß: 

1) RO, OP, UV und 
2) NM, HI 
parallel sind. 
Beweis. Zuerst ist klar, dafs RQ und HI, S7 und UV, NM 
und OP auf einander senkrecht stehen. Denn esist .B. AGP =ZAGD, 
also AGP + AGH = oder = 
;.22==R, we R einen rechten Winkel bezeichnet, Dasselbe gilt von 


2 


den Halbirungs- Linien UF und OP, IM. 
man nun die Halbirungs-Linie RO bıs 7, so läfst sich 


Verlängert 
)enn ın den Dreiecken YBE 


zeigen, dafs A’ auf NM senkrecht steht. 
und ECM sind die Winkel z und u einander gleich, weil sıe auf glei- 
chen Bosen stehen, desgleichen sind die Winkel v und 2, als Häliten 
der Scheitel- Winkel {EB und gleich, folglich ist auch Ze = 
Z y, und mithin ist das Dreieck NG über N2Z gleichschenklig. Also 
steht die Halbirungs-Linie GF des Winkels an der Spitze dieses Dreı- 
ecks senkrecht auf der Grundlinie NM. Da nun auch OP senkrecht 
auf NA stehet, so folgt, dafs die Halbirungs-Linien RQ und OP parallel 

Ferner sind die Linien FI und /VM parallel, wegen der rechten 


sınd. 
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Winkel EFG und HGF. Auf dieselbe Weise folgt, dafs SZ’ und NM, 
und wegen der rechten Winkel H/FZE und /JFUHF, auch UY und PO 
parallel sind. Es ıst also OR mit PO, UF mit PO, und folglich OR 
mit UF, desgleichen mit und mit YM, folglich mit 57 
parallel, so dafs also von den 6 Halbirungs-Linien 3 und 3 parallel sind. 
Lehrsatz. Sind d,c, d die Seiten, e, f dieDiagonalen 
eines sphärischen Vierecks, und ist $ derjenige HHaupt- 
kreisbogen, welcher die Mitten der beiden Diagonalen ver- 
bindet, so ıst allemal | 
cose + cosb + cosc-- cosd 
(Am bezeichneten Orte steht durch einen Druckfehler 2coszecoszfcosg 
statt 4cosle cos} fcosg.) 
Beweis. Es sei ZBCD (Fig. 15.) das sphärische Viereck, und 
CF=FB, AG=GD. Bezeichnet man nun in dem sphärischen Drei- 
eck CF die Seite AF durch r und den Winkel £ZFC durch «&, so ist 


bekanntlich: 
= cosr cosZe cosasinzesinr, 


und in dem sphärischen Dreieck AbBF 
cosb = cosr cos$e — cos&sinzesinr, 
folglich 1) cose + cosd = 2cosr cos}e. 
Eben so erhält man für die sphärischen Dreiecke BFD und CFD, wenn 
man die Seite FD durch g und den Winkel BFD durch ß bezeichnet: 


cosc = cose cosze + cosßsinesinze und 
cosd = cose cosge — cosßsinp singe, 
folglich 2) cose + cosd = 2cosp cosze. 


Addırt man nun die Gleichungen (1. und 2.), so ıst: 

3) + cose + cosd 2cosze(cosr + cos2). 
Auf dieselbe Weise, wie oben, erhält man aber auch, wenn man den 
Winkel durch bezeichnet: 


cosr costfcosg + cosysinifsiny und 
cose = coszfcosg — cosy sinz /sinYy, 
folglich 4) cosr + cos? = 2c0055/ cosg, 


und substiluirt man diesen Werih für cosr -F- cose in die Gleichung (3.), 


so ernält man: 
cos@a + cosb + cosc-+ cosd = 4cos!ecosij cosg. 
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8. 
Addition au Memoire de M. Abel sur les fonetons 
elliptiques, insere dans le vol. HI. de ce journal, 


cah. 2. pag. 101. 


(Par Mr. C. G. J. Jacobi a Königsberg. ) 


M. Abel dans son excellent M&moire sur les fonctions elliptiques a prouve 
ie premier, que les &equations du degre zn, desquelles depend la division 
d’une fonction elliptique de premiere espece en 2 parties, peuvent £ötre 
resolues algebrigquement. Cependant la methode de cet auteur est sus- 
ceptible d’une grande simplification. Je veux la proposer ıci en deux 
mots, en me servant de la notation de M. Abel. 


Sı designe par p, 9 deux racines quelconques de l’&quatıon 
— 0, on aura l’expression 
2mot2umi 


egale a une expression de la forme 
en-+ı 


V(4+Bf(2R 
et B etant des fonctions rationelles et entieres de Or 
en donnant a > et g toutes leurs valeurs possibles, on pourra au moyen 
de ces expressions, qui seront au nombre (22-+-1)'‘, exprimer lıncaire- 
ment toutes les racines, sans avoir besoin de r&esoudre encore une &qua- 
tion dü z degre. Aussi on saura exprimer toutes les racines au moyen 


des puissances entieres de deux de ces expressions. 


Königsberg, 25. Janvier 1828. 
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9 


Die Function durch die Anzahl der a 
ausgedrückt. 


In Folge der Aufgabe 40. S. 193. im zweiten Bande dieses Journals. 
(Von Herrn Th. Clausen zu Altona. ) 


Pr. sei ®(x) der Werth dieser Function für die Anzahl x; so ist, wie 
man leicht sıeht: 


= oder 
Man nehme an, dafs x eine ganze positive Zahl sei und setze 
1 
ple—1)....p(l) 
Multiplicirt man also die Gleichung (1.) mit F(x +1), so verwandelt sie 


sıeh ın: 


= 
Dieser Gleichung thut man Genüge durch die Annahme F(x) =kß, 
und findet dann zur Bestimmung von ß folgende Gleichung: 
0, 
woraus ty(ge+1) folgt. Es ist also: 
Um die Constanten # und 4‘ zu bestimmen, bemerke ich, dafs F(0)= ı 
und F(1)=e ıst; und also: 


a = + folglich 
k= + 

1 


2Y@a?+1) [ze — 


und demnach: 


= 


| 

® 

| 
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oder endlich, da @ (x) = ist: 


Diese Gleichung enthält also den Werth der obenstehenden Function 
durch die Anzahl der Glieder x ausgedrückt, für jedes ganze positive x; 
und zwar in solcher Form, dafs man ihn ohne Weiteres auf jeden be- 


liebigen Werth von x ausdehnen kann. 
Ich füge noch einige merkwürdige Eigenschaften dieser Function, 


hinzu: 
deren Richtigkeit sich durch Substitution der Gleichung (3.) zeigt. 
Man hat ferner vermöge der Gleichung (1.): 
0(—1) = w, 
0(—2)9(—3) = 1— (—2), 
9-94 = 9(—2) —aP(—2)9 (3), 
Durch Hülfe dieser Gleichungen und der Gleichung (1,) findet man, dals 


die Reihe: 


9.) Plrx) = 


— 


wenn sie für den Werth gilt, für richtig ist. Da sie 
aber für 2=2 gilt, so folgt daraus die Richtigkeit für alle Fälle, wo z 
eine ganze positive Zahl ıst.e. Aus der Gleichung (3.) sieht man noch, dafs 


6) 


10. Clausen, über die Reihe 1+ T- 89 


10. 


Ueber die Fälle, wenn die Reihe von der Form 


IT 12 yyti” + etc. 


ein Quadrat von der Form 


a' aa’ +1 P.Pp+1 
=1+7: ET hat. 


(Von Herrn Th. Clausen zu Altona, ) 


Zwischen den Differentialen von y und x findet folgende EEE Statt: 
Eine nochmalıge Differentiation giebt: 
Die Reihe z giebt: 


Soll nın z=y* sein, so mus man haben: 


oz 
2y 
2 
3 - ey 


Setzt man noch 


“= a + 


d’ + 


so wird die Gleichung (3.): 
Crelle’s Journal. 111. Bd. 1. Hft. 12 
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Dieser mufs durch die Gleichungen (1.) und (2.) Genüge gethan werden. 


Multiplicirt man sie deswegen resp. mit + B und 2y, welche 
L 


Form, wie man leicht sieht, die Factoren nur haben können: so mufs die 
Summe mit der Gleichung (6.) identisch sein. Man erhält durch Ver- 
gleichung der einzelnen Coefhicienten: 


ı-“=4+y+2 
= A +22 

— Ay-+Y 
ce’ 
b=B 

23+0) = 

= By 

woraus folgt: 

a 


/ 

e = (2Y— 1) Y- 
Aus den Gleichungen (5.) sieht man, dafs «', 2‘ und 0 die Wurzeln dei 
eubischen Gleichung — + b’x — ec’ sind; man findet diese leich: 


2a, 2ß und Ferner sind Y’ und die Wurzeln der quadratıi- 
schen Gleichung x — d’x e‘, die sich und 2y— ı ergeben. 

Aus dem Vorhergehenden folgt also, dafs, damit das Quadrat der 
Reihe y von der Form z sei, die Relation Statt finden müsse: 


= 20° 
ce 4a 
d=35y—ı 
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und dafs dann die Werthe von «, ß’ und 0‘, die unter sich verwechselt 
werden können: 

20, 2ß, 
die Werthe von y’unde‘ aber, die ebenfalls unter sich verwechselt wer- 
den können, 


Y 2y—1 


sind. 

Als Beispiel wıll ıch suchen, ın welchen Fällen die Coefficienten 
von zZ Cubi sein können. Hier ist Y=e=1, mithin Y=1; überdem 
»=fß; folglich y=a+ß+3 ıst, Wir haben also in die- 
sem Fall die Reihe: 


Eın zweites Beispiel sei dıe Reihe: 


arc.sinV x 1.3 1.3.5 
Hier ıst 3, mithin die erforderliche Bedingung 
erfüllt; es folgt also «‘, =1, 1, 1; 3,2. Demnach 


=, 


12* 


3 
7 
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11. 
Beitrag zur Theorie der Reihen, 
(Von Herrm TA. Clausen zu Altona. ) 


D: es häufig vorkommt, dafs man das Product zweier Reihen sucht: 
so glaube ich, dafs die Auflösung der Aufgabe: zu finden in welchen 
Fällen das Product der zwei Reihen 


von der 


bc a. b.db+1 c.c+1 
+2 .a+1l.a+2 c.c+1.c+2 


sey, nicht uninteressant sein dürfte. 


Die Eigenschaften dieser Reihen werden durch folgende Differen- 


1) 


+abeu 


Es seı nun 


eu ‚02 
0x "ex 0x?’ 
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Nach Substitution dieser Werthe mufs der Gleichung (5.) durch 

(1.), (2.), (3.) und (4.) Genüge gethan werden. Multiplicirt man also diese 
resp. mit Az+Bx.Z, Cy+Da., xz, xy (die Factoren können 


nemlich nur diese Form haben), und vergleicht die Summe der Pro- 
ducte mit der Gleichung (5.), so findet man folgende Gleichungen: 


(6, 
(7) 
(8.) 1+d+te=ı+y+4 
(10.) 
(11.) 3—D 
(12.) 23 
(13.) 2(1+d+e)=By+Dy’‘ 
(15) = 142 +B)C+aßB 
(16.) de=yAd 
(17.) =yYt 
(18.) 


Diese 13 Gleichungen geben aufser der Bestimmung der 9 Gröfsen 
A,B,C,D, a, b, ec, d, e noch 4 Bedingungsgleichungen zwischen 


ß, ß’, Durch (6.) .... (13.) findet man: 
(19, 

20.) B=3 

iytiy-ı 

(22. D=3 

(23.) a+b+ce = 3(& +ß+e’+P) 
(4) d+e = 

und dıe Bedingungsgleichungen: 

(25 ) a+-ß= 

26.) 

durch deren Hülfe man ferner aus (14.) .... (17.) folgende zweı findet: 
(27.) 

(28.) 


Diesen letzteren kann auf zwei Arten Genüge gethan werden: 
I. durch die Annahme y=Yy’; die Gleichungen (25.), (26.), (27.) geben 


+ 
x 
Sur 
. 
-. 
> 
; 
=> 
5 
- 4 
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ın diesem Fall: 
aß = 

mithin wären die beiden Reihen Yy und z einander gleich, welchen Fall 
ich schon früher behandelt habe”), und also hier übergehe; II. durch die 
Gleichung y =2—y; und dann giebt die Addition von (25.) und (26.) 

293 = y+Y—ı=ı, 
die Subtraction und Vergleichung mit (?77.): 

(30, = a+ß—(@ = 4aß—4a 
aus welchen beiden Gleichungen 

(32.) folgt. 

Mit den 4 Bedingungsgleichungen (25.), (26.), (31.) und (32.) findet 


man nun leıcht: 


(33.) e+b+c=3 
(34.) = 3— (a — 
(38.) 


woraus sıch für a, 6, e die Werthe: 


ergeben. Ferner 
(36.) d+te=y-tYy 
(37.) de=yy. 


Wir haben also, wenn das Product der zweı verschiedenen 
heihen y und z von der Form u ist, welches mit den 4 Bedingungen: 


Y = 


zugleich Statt findet, die Werfhe von a, b, c (die unter sıch verwech- 


selt werden können): 


Li 


*) Bier oben Seite 89, 
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und die Werthe von d, e: 


Y 
2—Y. 
Als Beispiel RR. die beiden Reihen 
4.6. 8 
y=Äıty 
dienen. Hierste=ı, «= Y=—3 


und demnach sınd die erforderlichen Bedingungen erfüllt. Es wird also 
& = — t=3,d=]7, e=—3, und folglich 
u == 573% % 5467311311” 
135.7 11.3.5 35.79 
24.6.8 79.11.13 31137 


51 1__ 5113. 5-3 135 1.3.5.7, 


In einem Schreiben des Herrn Verfassers obigen Aufsatzes an den 
Herausgeber dieses Journals bemerkt derselbe, dafs sich die Laambertische 


Reihe 2° +2" +30 +20’ +40’ +28’ +...., welche gleich 
x oc" 


ıst, und in welcher die Exponenten der Glieder, welche 2 zum Coefficienten 
haben, der Reihe nach Primzahlen, die Coeficienten der übrigen Glie- 
der aber die Zahlen der ganzzahligen Theiler der Exponenten der nem- 
lıchen Glieder sind (man sche die Aufgabe 16. S.99. im 2ten Bande die- 
ses Journals) in folgende Reihe: 


verwandeln lasse, welche für ein sehr kleines x sehr schnell convergırt. 
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12. 
Aufgaben und Lehrsätze, 
erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 


Lehrsätze über den Zusammenhang von Combinationen mit Varia- 
tionen und jener unter einander; von Herrn Prof. Scherk zu Halle. 


® Man bilde alle Variations-Formen der (k-F-1)ten Classe, und zur 
Summe A+-f aus den Gröfsen 1,2,3,.... % Jede derselben werde durch 


3 1 ı 2 2 
m, m, m, .... m dargestellt. Setzt man nun m=s; stm—1=s; 
2 3 3 h—1 h h 
stm—i1=s,....s+m—1=s, so ist der Complexus der Combi- 


nationen, mit Wiederholungen aus denselben Gröfßsen 1, 2, 3,.... 
123 h 
zur hten Classe, = Zsss....s, wo das Summenzeichen sich auf alle 


verschiedenen Variations-Formen erstreckt. 


lt .B. A=2, k=3, so sind alle Combinationen zur 3ten Classe 
und zur Summe s aus den Gröfsen 1, 2, 3, = 113, 122, also die Varia- 
tionen 113, 131, 311, 122, 212, 221. Hieraus erhält man nach der an- 
gegebenen Regel 11, 13, 33, 12, 22, 23, oder geordnet: 11, 12, 13, 22, 
23, 33, welches die Combinationen der ?ten Classe mit Wiederholungen 
aus den gegebenen Gröfsen 1, 2, 3 sind. 


2. Bildet man auf dieselbe Weise alle Varıations-Formen der 
(A-H-1)ten Classe und zur Summe aus den Gröfsen 1,2, 3,.... 
(r—h--1), und verfährt ganz wie vorher, so ist der Complexus der 
Combinationen ohne Wiederholungen aus den Gröfsen 1, 2, 3, ....%, 


zur hien Classe, — Es(6t1)6 +2) It A=3, 
?—=5, so sind alle Combinationen zur &4ten Classe, und zur Summe 6, 
aus den Gröfsen 1, 2, 3, = 1113, 1122, folglich die Variationen, 1113, 
1131, 1311, 3111, 1122, 1212, 1221, 2112, 2121, 2211. Hieraus erhält 
man nach der angegebenen Regel, 123, 125, 145, 345, 124, 134, 135, 
234, 95, 245, oder geordnet: 123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 
245, 345, welches die Combinationen, ohne Wiederholungen aus den 
Gröfsen 1, 2. 3. 4. 5 zur dritten Classe sind. 
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3) Man bilde alle Combinations-Formen ohne Wiederholungen 
zur hten Classe aus den Größsen 1, 2, 3,.... ziehe von 
jeder in der ersten Stelle jeder Form stehenden Zahl 0, von jeder in der 
ten Stelle stehenden Zahl 1, in der 3ten .... ın der A— 1 ab, 
so erhält man alle Combinationen mit Wiederholungen zur Aten Classe 
aus den Gröfsen 1, 2, 3, ....k, und zwar so, dafs diese nach demselben 
Prinzip geordnet sind, nach welchem jene geordnet waren. Ist z. B. 
h—=3, k=3, so sind alle Combinationen ohne Wiederholungen aus den 
Gröfsen 1, 2, 3, 4, 5 zur 3ten Classe, auf gewöhnliche Weise geordnet: 

1.2.3, 12.4, 1.2.5, 1.3.4, 1.3.5, 1.4.5, 2.3.4, 2.3.5, 2.4.5, 3.4.5, 
hiervon ab: 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 0.12, 0.1.2, 0.1.2, 0.1.2, 
bleibt: 1.1.1, 1.1.2, 1.1.3, 1.22, 1.23, 1.3.3, 2.2.2, 2.2.3, 2.3.3, 3.3.3, 
also die Combinationen mit Wiederholungen aus den Gröfsen 1, 2, 3 
zur 3ten Classe. 

Es bedarf keiner Erwähnung, dafs alle drei Sätze auch umgekehrt 
ausgesprochen werden können. Da aber jeder von ihnen eine Folge der 
beiden anderen ist, so braucht man nur zwei derselben (etwa einen der 
beiden ersten und den letzten, weil es bei diesen leicht angehet) zu be- 
weisen, und zwar wünscht man, dafs dieser Beweis rein combinato- 
risch sei. 


Aufgaben von Anderen *). 


4) Man beweiset, dafs jede auf Null gebrachte algebraische Glei- 
chung mit Einer unbekannten Gröfse, in welcher die Exponenten der 
Potenzen der unbekannten Gröfse ganze Zahlen sind, nothwendig ent- 
weder reelle oder imaginaire Wurzeln hat. Z.B. Cauchy thut es sehr 
sinnreich in seinem Cours d’analyse, tome I. p. 331. etc. Der Beweis 
geht davon aus, dafs jede reelle oder imaginaire Gröfse durch u- vYy —ı 
ausgedrückt werden kann, wo u und v, wie es der Beweis fordert, noth- 
wendig reelle Gröfsen sind. Haben die Wurzeln einer beliebigen Glei- 
chung diese Form, so folgt von selbst, dafs sie Paarweise u-vyY—ı 
und u—vy—ı da sein müssen, weil Y—ı die Zeichen + und — zu- 
gleich hat. Sind nun aber z und v reell, so bezeichnet der Ausdruck 


*) Man sehe wegen der Ueberschrift „Von Anderen” hier und in der Folge die Bemer- 
kung $.395. im 2. Bande dieses Jonrnals. 
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utvy—1 eine reelle Gröfse nur dann, wenn v Null ist, welches dann 
auf zwei gleiche Wurzeln deutet. Dieses trifft aber schon bei der qua- 
dratischen Gleichung, z.B. ®—aex+b’= 0 nicht zu, wo zwar die 
Wurzeln allerdings von der Form utvy—1 sind, aber v, im Falle 
a >45 ist, nicht Null sein kann, sondern vielmehr imaginair ist. 
Dieses schon scheint einer Erläuterung zu bedürfen. 


Ferner ıst bekanntlich leicht zu zeigen, dafs einer Gleichung vom 
nten Grade, sobald man ihr Eine Wurzel zugestehet, dann nothwendig 
n zukommen. Es fragt sich aber, ob überhaupt nach der Existenz Eı- 
ner Wurzel gefragt werden kann. Im Allgemeinen scheint es, wenn 
man z.B. schreibt: 

Voraussetzung zu sein, dafs dann x wirklich existire, nemlich als Zeeı- 
chen, nıcht als Gröfse. Fragt man nach der Existenz der Wurzel als 
Gröfse, so kann man dieselbe, wie es scheint, nicht beweisen wollen, weil 
selbst eine einzelne Wurzel wirklich nicht ımmer existirt Denn eine 
Gleichung mit lauter imaginairen Wurzeln hat wirklich keine Wurzel 
(als Gröfse betrachtet). 


Endlich scheint es, dafs man den Wurzeln einer Gleichung, indem 
man ihnen den Ausdruck vy—.1ı zuschreibt, geschlossene algebrai- 
sche Ausdrücke gebe. Gleichwohl beweisen Riccatı und Abel (letz- 
terer im 1sten Heft des 1sten Bandes dieses Journals S. 65.), dafs den 
Gleichungen von höherem als dem vierten Grade nicht allgemein ge- 
schlossene algebraische Ausdrücke der Wurzeln genug thun. 


Es fragt sich also, eines Theils, was eigentlich in Rücksicht der 
Existenz der Wurzeln einer algebraischen Gleichung zu beweisen ge- 
fordert werden könne und müsse, wie der zu beweisende Satz eigentlich 
zu verstehen sei, und dann, wie er mit der behaupteten Nicht- Existenz 
allgemeiner algebraischer Ausdrücke der Wurzeln höherer Gleichungen 


zu vereinigen sSeı. 


In jedem Falle scheint dieser Gegenstand nicht völlig aufgeklärt, 
und es wäre wohl zu wünschen, dafs es geschehe, und zwar auf eine 
Weise, die so deutlich wäre, dafs sie sich, wie man zu sagen pflegt, für 
die Elemente eigne. Möglich mufs diese sogenannte elementare Dar- 
stellimg nothwendig sein, so viele Schlüsse auch bis zum Ziele mö- 
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gen auf einander gehäuft werden müssen, denn was wahr ist, ist auch 
klar. Und umgekehrt, nur was klar ist, wenigstens in der Mathema- 
tik, ist wahr. 

9. Die Curven in der Kugelfläche zu untersuchen, deren Gleichun- 
gen zwischen Abscissen und Ordinaten vom ersten und vom zweiten Grade 
sind, wenn man den Umfang eines beliebigen kleinen Kreises in der Ku- 
gel zur Abscissen-Axe, und die darauf senkrechten gröfsten Kreise zu 
ÖOrdinaten nımmt. 

6. Auf einer gegebenen krummen Fläche einen bestimmten Flä- 
chenraum mit der möglich- kürzesten Linie einzuschliefsen. 


7. Die Gleichung einer krummen Fläche zwischen rechtwinkligen 
Coordinaten x, y und z ist gegeben. Man soll in der Fläche eine Curve 
so ziehen, dafs z. B. die z der Curve für gleich-lange Bogenstücke der- 
selben gleich viel von einander verschieden sind. 


8. Die Gleichung einer Curve im Raume ist gegeben. Man lege 
durch alle Puncte derselben und durch einen und denselben bestimmten 
Punct gerade Linien, so dafs eine Kegelfläche entsteht, deren Spitze der 
bestimmte Punct ist. Diese Kegelfläche werde von einer krummen Fläche 
geschnitten. Welche mufs die Gleichung dieser krummen Fläche sein, 
damit ihr Durchschnitt mit der Kegeltläche eine bestimmte Gestalt habe? 


9. In einem cylinderförmigen Gefäfse, dessen Querschnitte, senk- 
recht auf die gerade Linie im Mantel des Cylinders, Kreise sind, und 
dessen Axe lothrecht steht, befinde sich eine schwere, unelastische Flüs- 
sigkeit, und das Gefäls werde mit gleichförmiger Geschwindigkeit um 
die Axe gedrehet. Man sucht die Gestalt der Oberfläche der Flüssigkeit. 


10. Bekanntlich können den 12 Tönen der chromatischen Tonleiter 
nicht völlig die reinen Verhältnisse gegeben werden, die ihnen auf dem 
Monochord zukommen, z. B. nicht alle Quinten können 3, nicht alle 
Quarten $ etc. des Grundtons sein, weil 12? Quinten übereinander nicht 7 
Octaven, 12 Quarten nicht 5 Octaven, u. s. w. ausmachen, indem (3)'” 
nicht gleich (3)’, nicht gleich (3)* ist Die sogenannte gleich- 
schwebende Temperatur vertheilt die nothwendige Abweichung gleich- 
formig. Sie ıst aber der practischen Musik nicht günstig, weil sie einen 
vorzüglichen Reiz derselben, nemlich die Verschiedenheit der Tonarten, oder 


die Enharmonik aufhebt. Die Regeln anderer Temperaturen sind willkürlich. 
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Die beste für die Praxis dürfte sein, welche den verschiedenen Tonarten 
die meiste characteristische Verschiedenheit giebt, ohne den sogenannten 
vollkommenen Consonanzen und nach Verhältnifs den unvollkommenen zu 
viel von ihrer Reinheit zu nehmen. Wenn auch diese Regel für den 
Calcul noch zu unbestimmt sein mag, und auch vielleicht nicht gut be- 
stimmter mag ausgedrückt werden können, so läfst sich doch fragen, ob 
Temperaturen möglich sind, in welchen die nothwendigen Abweichungen 
von der reinen Stimmung ın den 12 verschiedenen, den 12 chromatischen 
Tönen zugehörigen diatonischen Tonleitern bei den vollkommenen Conso- 
nanzen wenigstens nicht gröfser sind, als bei den unvollkommenen, also 
z.B. bei den Quinten nicht gröfser als bei den Quarten, Terzen u. s. w. 
Wenn solche Temperaturen möglich sind, so werden die Regeln dersel- 
ben und die zugehörigen enharmonischen Systeme verlangt. 
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13. 


Ueber die Integration logarithmisch-rationaler 
Differenüale. 


(Von Herrn Prof. Dr. €. J. Hil! zu Lund „m. 


Bekanntlich reduciren sich viele Aufgaben der Geometrie und Physik 
zuletzt auf die Auflösung von Gleichungen, welche in den schwierige- 
ren Fällen sowohl die unbekannten Gröfsen als deren Ableitungen (Dif- 
ferential-Coefhicienten) enthalten können. Zuweilen lassen sich in sol- 
chen Gleichungen entweder die veränderlichen Gröfsen absondern, oder 
es lassen sıch wenigstens Ausdrücke für die unbekannten Gröfsen mit 
Hülfe bestimmter Integrale (integrales definies) finden. In beiden Fällen 
beruhet zuletzt dıe Auflösung auf Integrationen nach Einer Veränder- 
lichen, wie fdx.fx, welche im Allgemeinen Quadraturen heifsen, 
und welche also für beliebige Functionen wie fx verlangt werden. Die 
Mathematik löset im Allgemeinen ihre Aufgaben durch vorausgerechnete 
Tafeln, ın welchen für jeden Werth der willkürlich veränderlichen Grö- 
[sen die zugehörigen Werthe der Functionen gefunden werden. Solche 
Tafeln sind also ım Allgemeinen für jede Function, die in den Elemen- 
ten des Calculs vorkommt, nothwendig. Wenn z. B. das Product zweier 
Zahlen verlangt wird, so findet man dasselbe in der Producten-Ta- 
fel, oder dem sogenannten Einmaleins. Ob die Tabelle niedergeschrie- 
ben sei, oder ob der Rechner sie ım Gedächtnils habe, ist offenbar 
sleichgültig. 


*) Diese Abhandlung hatte der IIerr Verfasser, zuvorkommend gefällig, schon an seinem WVohn- 
ort ins Deutsche übersetzen lassen. Allein die Uebersetzung war zu wenig verständlich. Um den 
Herrn Verfasser nicht noch mehr zu bemühen, hat der Herausgeber versucht, den Styl der Ab- 
handlung dem deutschen Sprachgebrauche mehr anzupassen. Dieses Unternehmen war, wegen der 
geringen Verständlichkeit der Uebersetzung und noch mehr wegen der Undeutlichkeit der Abschrift, 
besonders der Formeln, schwierig. Der Herausgeber ist daher nicht ganz sicher, dafs der Sinn des 
IIerrn Verfassers überall genau getroffen worden, und hat zu wünschen, dafs er nicht bedeutend 
zelehlt haben möge. Der Herausgeber. 
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Tafeln für gegebene Functionen rechnet man nach den Regeln, 
welche ihnen eigenthümlich sind, oder welche ihre Entstehung bezeich- 
nen. Für Integral-Functionen aber, für welche noch die Reductions- 
formeln unbekannt sind hat man verschiedene sinnreiche Methoden er- 
dacht, entweder dieselben durch convergente Reihen auszudrücken, oder 
die nöthigen Tafeln successive zu berechnen. Das erstere läfst sich gewöhn- 
lich für beliebige Werthe der Veränderlichen nicht allgemein thun, son- 
dern man mufs, um Reihen zu finden, von welchen z.B. 4 bis 5 Glie- 
der 7 Decimalstellen geben, wenn auch nicht die Eigenschaften der In- 
tegral- Functionen, wie [dx.fx selbst, so doch wenigstens die ihrer Ab- 
leitungen fx zu Hülfe nehmen. Was das Letztere betrifft, so würde das 
allgemeine Verfahren, wenn es auch nicht, wie oft, Ausnahmen unterwor- 
fen wäre, für die Functionen, welche von = — x bis = + w reichen, 
durch deren vielleicht unendlichen Umfang schwer auszuführen sein. 

Es entsteht also sogleich folgende Frage: „Wenn man eine Tafel 
der Werthe einer Function innerhalb eines gewissen Umfanges hat, z. B. 
von 2=0 bis =1: wıe kann man sich der innerhalb der Grenzen 
berechneten Werthe der Function bedienen, um die Werthe für jede 
Zahl aufserhalb der Grenzen der Tafel zu finden, auf die \Veise etwa, 
wie beı der Multiplication, deren Tafel nur von O bıs 10 reichet, die aber 
dennoch die Producte aller Zahlen giebt.” Die Beantwortung dieser Frage 
beruhet auf der Untersuchung der Eigenschaften der Functionen, 
welche die wichtigste Aufgabe der Analysıs ist. 

Eine nahverwandte Frage ıst die: Wie läfst sich der Tafel, welche 
blofs die Function für gewisse Zahlen giebt, und die folglich discon- 
tinuirlich ist, Continuität geben, d.h. wie kann man sıch ihrer für 
Zahlen, die nıcht in der Tafel gefunden werden, die aber zwischen den 
darın enthaltenen Zahlen liegen, bedienen. 

Für dıe zweile Frage hat man die sogenannten Interpolations- Me- 
thoden; die Beantwortung der ersten hat aber grofse Schwierigkeiten, 
weil es weder allgemeine Methoden (die auch schwerlich zu finden sein 
möchten), noch sonst bestimmte Vorschriften giebt, in bestimmten 
Fällen zu den unbekannten Eigenschaften zu gelangen. Nur in einzel- 
‚nen Fällen ist es möglich, und die Bemühung schien mir wichtig, meh- 
rere zu entdecken. Ich kam durch einige Integral- Ausdrücke, auf welche 
die Anwendung eines gewissen Grundgesetzes für die mathematische Theo- 
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rie des Electro- Magnetismus führt, auf diejenige Classe von Integral- 
Functionen, von welcher hier die Rede sein wird. 


Ehe ich beginne wird es aber gut sein, einige allgemeine Bemer- 
kungen über das Quadratur-Problem vorauszuschicken. 


Wie schon erwähnt, beruhet dasselbe auf der Realisirung eines 
Postulats. Nun ıst es eine allgemeine Regel, dafs der Postulate nicht al- 
lein so wenige sein müssen, als möglich, sondern dafs sie auch mög- 
lichst einfach sein, und zur Auflösung möglichst vieler und umfas- 
sender Aufgaben dienen müssen. Also auch die Function, welche hier 
postulirt wird, mufs so einfach sein als möglich, d. h. sie mufs so we- 
nıge als möglich willkürlich- veränderliche Gröfsen enthalten. Die ein- 
fachsten Functionen sind offenbar die, welche nur eine veränderliche 
Gröfse enthalten, wie logx, tangx. Dergleichen Functionen will ich zer 
£07nv einfache, oder Functionen mıt Einem Elemente nennen. (Dafs die 
algebraischen Functionen noch elementarer sind, ist eine Einfachheit an- 
derer Art.) Nach jenen kommen die doppelten Functionen, mit zwei 
Elementen wie x“, F(e, ®) ete. Für mehr zusammengesetzte Functionen, 
als mit einem oder mit zwei Elementen, lassen sich schwerlich mehr Ta- 
feln berechnen. Denn da die Tafel für eine Function mit einem Ble- 
ment, z.B. für die Logarıthmen der Zahlen von I bis 100000, schon ei- 
nen ziemlichen Octav-Band füllt, so wiirde diejenige für eine Function 
mit zwei Elementen von gleichem Umfange 100000 Bände erfordern. 
Selbst wenn man sich mit dem hunderten Theile des Umfanges begnü- 
gen, und z.B. nur von <—=0 bis = 1000 und von y=0 bis y== 1000 
gehen wollte, würde doch die Tafel schon 10 Zahlen enthalten, und also 
10 mal so grofs sein, als die Logarıthmen-Tafel, dıe nur 10° Zahlen 
enthält. Eine Tafel für eine Function von drei veränderlichen Gröfsen, 
in dem Umfange von 0 bis 1000 für jedes Element, würde 10° Zahlen 
enthalten, also 10000 Bände, oder eine ganze Bibliothek füllen. Voll- 
ständig ausgerechnete Tafeln für dergleichen und noch mehr zusammen- 
gesetzte Functionen, wie z.B. 


dx 


welche Function sieben willkürliche Gröfsen «@, @,, @,, Db, b,, b, und x 
enthält, sind also weder auszurechnen, noch herauszugeben und zu be- 


nutzen möglich. 
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Eine wichtige Aufgabe bei der Untersuchung zusammengesetzter 
Integral- Formeln ıst also: sie in andere zu zerlegen, welche weni- 
ger, willkürliche Gröfsen enthalten. Je weiter die Zerlegung geht, je 
besser ist es. Es wäre z.B. wichtig, die dreifache elliptische Function 
II auf zweifache zu bringen. Die Berechnung der zugehörigen Tafel 
würde dadurch erleichtert werden, wenn auch die Tafel selbst nicht da- 
bei gewönne. 

Die zweite Regel für die Postulate bei den Integral-Functionen er- 
fordert, dals sie einen so grofsen Umfang haben, d. i. eine so ausge- 
dehnte Anwendung gestatten, als möglich, vorzüglich da, wo sie am häu- 
figsten vorkommen, oder dafs man mit ihrer Hülfe so viele Differentiale 
integriren könne, als möglich. Die Functionen, welche am häufigsten 
vorkommen, und in welchen man durch eine leichte Substitution die 
Constanten auf mannigfaltige Art verändern kann, sind bekanntlich die 
algebraischen und insbesondere die rationalen. Wenn P, 0, R ratıo- 
nale Functionen bedeuten, und f bezeichnet irgend eine transcendente 
Function, so kann man ein Quadratur-Problem als reducirt ansehen, 
wenn es die Form /Pdx/R hat, weil ein solches Differential im Allge- 
meinen auf die Form einer Summe mehrerer Producte gebracht werden 
kann, und die eigentliche Schwierigkeit nur in der Integration dieser 
liegt, die auch noch in Factoren aufgelöst werden können *). Nach der 
verschiedenen Bedeutung von f bekommt man verschiedene Arten von 
Differentialen, und jede setzt eine verschiedene Familie von Integral- Func- 
tionen voraus, nemlich diejenigen möglichst einfachen Functionen, mit wel- 
chen die Integration des gegebenen Differential- Ausdrucks ausführbar ist. 

Ist z.E. /R constant, so hat man die gewöhnlichen rationalen Dif- 
ferentiale wie Pdx, von welchen Joh. Bernoulli und Leibnitz un- 
gefähr gleichzeitig **) zeigten, dafs sie mit Hülfe der Auflösung einer 
rationalen Bruch- Function in einzelne Functionen von einer von diesen 
Formen: 

a ata,r 

*) Wenn man blofs [4x fx nehmen wollte, so ist klar, dafs, sobald man, um den Ausdruck 
zu vereinfachen, statt x eine rationale Function von z oder eine solche, deren Differential rational 
ist, setzte, dieselbe in die Form /dz Pz.fR!(z) übergehen würde, welche immer die allgemeine ist, 


die man also in ihrem ganzen Umfange zu untersuchen hat. 
*%*) Montucla III. p. 132. und 147. 


n 
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wo n eine ganze positive Zahl ist, vorzüglich auf Logarithmen und Kreis- 
bogen zu bestimmten Tangenten gebracht werden können. 

Bezeichnet dagegen f eine der einfachsten der irrationalen Formen, 
z. B. die zweite Wurzel, wie bei der Rectificatıion der Curven, so 
entsteht schon eine unendliche Mannigfaltigkeit von Integral- Functionen, 
je nachdem R in YR auf höhere Grade steigt. Für den Fall, dafs R 
blofs eine ganze Function vom zweiten Grade ist, wie e+a,x-+ «0,2%, 


oder auch eine Bruch-Function vom ersten Grade, wie En zeigte 


b+b,x 


Newton in seiner „guadrafura curvarum,”’ dals die Integration von 
PdxyR auf den Ausdruck der Fläche elliptischer und hyperbolischer 
Ausschnitte führe. Späterhin zeigte Cotes, dafs alle diese Integrationen 
auf einfachen Functionen, nemlich Logarithmen und Kreisbogen beru- 
hen, deren Eigenschaften schon bekannt, und für welche schon Tafeln 
vorhanden waren, womit also die Quadratur oder die Untersuchung von 
/Pdxy(a+a,x-+.a,x?) vollendet war. 

Im Allgemeinen zerfällt jedes Quadratur-Problem in drei Theile. 
Sıe sind folgende: 

1) Die Zerlegung, d.h. die Aufsuchung der einfachsten Functio- 
nen, /x, gx etc., mittelst welcher, wenn man sie als gelöset voraus- 
setzt, die Integration aller zu einerlei Classe gehörigen Differentiale 
möglich ist. 

2) Die Vergleichung, d.h. die Untersuchung der Theorie der po- 
stulirten Functionen oder derjenigen Eigenschaften derselben, vermittelst 
welcher beliebige Functionen von einerlei Ferm mit einander verglichen 
werden können; z.B. wenn man ein Paar Werthe einer Function f, wie 
Jx, fy kennt, einen anderen fz, und durch Wiederholung, beliebige an- 
dere zu finden. 

3) Die Berechnung von Tafeln der Functionen, welche durch 
die Kenntnifs ihrer Eigenschaften sehr erleichtert wird, oder wenigstens 
nach Belieben mufs controllirt werden können. 


Jede Function von eigenthümlicher Art hat ihre besonderen Eigen- 
schaften, und kann als ein für sich selbst bestehendes Ganze blofs in und 
durch sich selbst berechnet werden. Da eine Differential-Gleichung ım 
Allgemeinen nichts anders ist, als der analytische Ausdruck der Aufgabe, 
eine Function zu finden, die so und so beschaffen sei, so ıst klar, dafs 
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eine gesuchte Function nicht immer blofs eine Combination bekannter 
Functionen sein darf, und daher kommt es, dafs die gegebene Differen- 
tial- Gleichung nicht sowohl dient, die unbekannte Function selbst zu 
finden, als vielmehr diejenigen Eigenschaften zu finden, nach welcher 
die Tafel ihrer Werthe zu berechnen sei. So mufs es sich auch bei dem 
Quadratur-Problem oder bei der Auflösung der Gleichung dy=fxdx 
verhalten. Wenn diese Gleichung ım Allgemeinen und abstract, für den 
Fall, dafs fx rational ist, gegeben würde, und man kennte blofs die alge- 
braischen Functionen, so würde man durch einen consequenten Ver- 
such, die Gleichung in geschlossener Form zu lösen, nothwendig auf die 
Idee der Logarıthmen und Kreisbogen, als der nächsten Functionen mit 
einem Element, die mit in die Combination gehören, welche y ausdrückt, 
geführt worden sein. Es gereichte zu grofser Erleichterung, dafs ihre 
Eigenschaften schon bekannt und Tafeln dafür ausgerechnet waren *). 
Der einzige Fall *), wo man auf rein analytischem Wege zu einer 
vollständigen Kenntnifs neuer Functionen gelangte, ıst der, in welchem 
Schon Maclaurin und d’Alembert fingen die Zerlegung an, indem 
sie zeigten, dafs mehrere dahin gehörige Integrationen auf der Rectifica- 
tion der Ellıpse und Hyperbel und gewisser Curven vom dritten Grade 
beruhen. Euler, Landen, und hauptsächlich Legendre, welcher 
zeigte, dals jedes /Pdey(a)x auf drei neuen elliptischen Functionen 
F (ec, Ele, Il(n, e, ®) beruhe, von welchen zwei, Functionen mit 
zweı Elementen sınd, und eine, eine Function mit drei Elementen ist, 
vollendeten die Zerlegung. Die Vergleichung derselben wurde von 
Fagnanı vorbereitet, welcher zuerst die Bissection der beiden ersteren 
fand, von Euler aber vollendet, der die allgemeinen Eigenschaften der 


*) Die Hauptformeln für die trigsnometrischen Functionen finden sich schon (geomie- 
trisch ausgedrückt) beim Ptolemaeus, Peurbachius machte daranf aufmerksam, und Regio- 
montanus bediente sich ihrer, nebst den Differenzen, zu der Berechnung der trigonometrischen 
Tafeln. Ich werfs nicht, wie unter diesen Umständen Montucla, Hist. des mathen. III. p. 277. 
sagen kann: „Je ne vois pas que ces expressions sin (x +y)=sin x cosy-+ c05%X sin fus- 
sent connus au premiers caleulateurs de nos tables trigonometriques.' 

**) Mals man, ohne die allgemeinen Eigenschaften einer Function zu kennen, dennoch Tafeln 
für dieselbe hat’ansrechnen können, wie es bei den Soldnerschen, Krampischen u. s. w, der 
Fall ist, beweiset blofs die Geduld der Rechner, und die Vervollkommnung der Rechnen - Methoden 
gehört aber nicht hierber, wo vielmehr von der vollständigen Entwickelung einer ganzen Classe 


von Integra!- Funetionen die Rede ist. 


13. Hill, über die Integration logarithmisch -ralivnaler 1407 


ersten entdeckte, so wie von Legendre, der die Eigenschaften der letz- 
teren fand, und Tafeln dafür, jedoch nur mit gröfseren Zwischenräumen 
rechrete. 
Betrachtet man /Pdxy x weiter, so scheint dieser Ausdruck immer 
neue Integral-Functionen vorauszusetzen, je nachdem A auf höhere Grade 
steigt; jedoch kann er im Allgemeinen, wenn nicht über den sechsten 
Grad geht, noch auf die obigen gebracht werden, wie ich bei einer an- 
deren Gelegenheit zeigen werde. Die elliptischen Functionen hat man 
als diejenigen transcendenten Functionen angesehen, welche von nächst 
höherer Ordnung sind, als die Logarithmen, welche die erste Ordnung 
der Integral-Functionen erreichen. Diejenigen, welche hier abgehandelt 
werden sollen, gehören aber, meines Erachtens, ebenfalls in die nächst 
höhere Ordnung. Zuerst ist leicht zu sehen, dafs wenn z.B. eine wie- 
derholte Integration, wie [dx /ydx zu machen ist, wo y eine rationale 
Function von x oder y bedeutet, die zweite Integration auf [dx PlogR 
oder [dxParctangR, also sehr oft auf diejenige Classe von Integratio- 
nen führen werde, welche hier abgehandelt werden soll. Die Functio- 
nen aber, welche diese Integration voraussetzt, entstehen gleichsam durch 
die Wiederholung derjenigen Operation, welche den ersten Integral- Func- 
tionen den Ursprung gab. Sie gehören also, in gerade - aufsteigender Linie, 
in die nächst höhere Ordnung. Heifsen also jene logarıtihmische, so 
würden die von der nächst höheren Ordnung bilogarithmische zu 
nennen sein. Sie übertreffen übrigens die elliptischen sowohl an Ein- 
fachheit, da Eine oder höchstens zwei von ihnen blofs einfach sind, und 
Eine zweifach ist, als auch an ausgedehntem Gebrauche, weil R von be- 
liebigem Grade sein kann, ja selbst P und R rationale Functionen, sowohl 
von x als von Y{a+a,x-+«,x°), und selbst allgemein jede beliebige ır- 
rationale Gröfse, die sich durch irgend eine Substitution rational machen 
läfst, sein können. Auch lassen sich noch viele andere Integrationen dar- 
auf bringen, z. B.: 
(a + + 
cos®), 
vo ber 
SdDlogR(sin®, cos®), 
SdP arctangX(e') etc., 

wo R immer eine rationale Function bedeutet. 
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Ich glaube also, dafs die drei neuen Functionen, deren Entstehung 
und Gebrauch ıch vortragen will, einige Aufmerksamkeit verdienen, um 
so mehr da sie, wie sıch in der Folge zeigen wird, mehrere Eigenschaf- 
ten haben, die denen der elliptischen Functionen ähnlich sind, und mit 
deren Hülfe auch die Construction und Berechnung von Tafeln ihrer 
Werthe sehr erleichtert werden kann. Einstweilen, bis Jemand die Be- 
rechnung solcher Tafeln unternimmt, will ich die merkwürdigsten Werthe 
der Functionen mittheilen, und convergirende Reihen geben, durch welche 


man mit etwa 5 Gliedern die Werthe wenigstens bis auf 7 Decimal- 
stellen finden kann. 


Allgemein sınd diese Functionen, so viel mir bekannt, noch nicht 
untersucht worden. Man findet nur entweder Reihen für verschiedene 
hierher gehörige Integrale, z.B. (beiM. Hirsch, Integral-Tafeln S.291.; 
bei Du Bourguet, calcul differentiel et integral. tome I. p. 449), oder 
einige bestimmte Integrale (integrales dEfinies) (bei Du Bourguet, bei 
Poissom, Journ. del’Ecole polytechnigue cah. X. p. 612., welcher S. 617. 
sagt: „cela conduit a une elasse nombreuse d’integrales definies, gui n’ont 
pas encore dtE consideredes par les geometres,’ bei Euler, act. Petrop. 
T. VII), von welchen sich aber zeigen wird, dafs sie nur unmittelbare 
Corollarien der Eigenschaften der Functionen sind. Was eigentlich ın 
der Theorie dieser Functionen bis jetzt Bedeutenderes gefunden, ist die 
Formel für die erste Function, welche ich weiterhin durch A(x) bezeichne. 
Sie ist von Landen gegeben und von Legendre (Exercices de cale. 
int. tome I. p. 244.) bewiesen. Er fügt hinzu: „Jusgu’a present on n’est 
pas alle plus loin dans la theorie de ces sortes de transcendentes” D. 
Bernoulli hat in den nov. Comment. Petrop. 1772 p.4., die Summe 
einer Reihe gegeben, welche einem hierher gehörigen bestimmten Inte- 
gral gleich kommt. Jch finde eine Arbeit von einem Engländer, Namens 
Spener „Zssay on Logarithmie transcendents” angeführt, habe sie aber 
nicht zu Gesicht bekommen können, weils also nicht, ob sie hierher Ge- 
höriges enthält. 


Die Zerlegung einer gegebenen Differential-Formel dx fx mufs 
ım Allgemeinen darauf ausgehen, sıe ın Summen mehrerer ein- 
f[achen Functionen zu zertheilen, zB. so, daß fr =Dr-+ und 
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SSzdz = /[Ordr+/Wxrdxr*). Ist die Formel nicht schon an sich selbst 
von der Art, dafs es sich thun läfst, so mufs man sie durch irgend eine 
Substitution so zu verwandeln suchen, dafs es geschehen kann. Ent- 
halt fx mehrere willkürliche Constanten oder Potenzen davon, so läfst 
sich im Allgemeinen /dx fx, wie leicht zu sehen, nicht in andere ein- 
fachere Ausdrücke auflösen, ohne durch die Substitution wenigstens wie- 
derum eben so viele willkürliche Constanten einzuführen, welche dann 
theils zur Wegschaffung der anfänglichen willkürlichen Gröfsen, theils zu 
der beabsichtigten Auflösung in Summen mehrerer einzelnen Functionen 
dienen. Die Formen für die Substitutionen, die man zunächst versuchen 
wird, sind die algebraischen und insbesondere dıe rationalen, weil sie 
ımmer zugleich eine solche Trennung erlauben. Wenn man nemlich in 
dxfx = dy irgend eine rationale Function R von z für x setzt, so 
dafs dy=dzP.fR, so kann, wie leicht zu sehen, der äufsere Theil P, 
als rationale Function von z, immer nach bekannten Zerlegungs - Regeln 
(man sehe die Beilage I.) in eine Summe von mehreren einzelnen Thei- 
len von der Form: 


a 
2) und 
3) | ata;,: 
(b?+2bzcosc+: 
aufgelöset werden, so dafs man nunmehr blofs einzelne Theile, wie 
1) [z"dzfR, 


lz 
2 R und 
z) dzfR 

3) | 

b?-+2bz 
zu untersuchen hat, und die weitere Zerlegung beruhet dann darauf, die 
ın R eingeführten willkürlichen Constanten so zu bestimmen, dafs ent- 
weder fR ebenfalls in eine Summe von einfacheren Functionen aufgelö- 
set werde, oder dafs wenigstens die Zahl der willkürlichen Coefhcien- 


* Die Auflösung in Producte, wie fx =gx.ywx, hat im Allgemeinen keinen Nutzen, aufser 


wenn wve=F(/gxdx), so dafs 

[Fsdx = [gxdx.Ffgxdx = F'fexdx...., 
wo dF!'x =dx Fx ist, oder auch, wenn z. B. ein Factor rational ist, und daher in mehrere Glic 
der aufgelöset werden kann. 


Crelle’s Journal. III. Bd. 2. Hlt. 15 


2 
= 
=, 
- 
im 
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ten geringer werde. Durch das Verfahren, immer neue willkürliche Grö- 
[sen statt der vorigen zu setzen, gelingt es in der Regel, die gegebene 
Form so zu verwandeln, dafs man einen einfacheren und regelmäfsige 
ren Ausdruck erhält. 

Specielle Regeln für die weitere Zerlegung zu geben, scheint im 
Allgemeinen nicht möglich *), da sie sich offenbar nach der jedesmali- 
gen Art der Function f richten müssen. Ich will blofs diejenige anzei- 
gen, deren ich mich bei der gegenwärtigen Untersuchung mit Erfolg 
bedient habe. Wenn man nemlich aus einer Differential-Formel, welche 
6 bis 7 willkürliche Constanten enthält, dieselben wegschaffen, oder sie 
wenigstens bestimmen will, so scheint es beim ersten Anblick, dafs man 
gleich Anfangs eine Substitution machen müsse, welche wiederum we- 
nıgstens eben so viele neue Arbitrairen einführt. Es scheint mir indes- 
sen besser, schrittweise zu verfahren, und erst einige wenige einzuführen, 
z.B. zwei, deren man sich bedient, um die gegebene Differential- Formel 
erst einigermalsen zu zerlegen, z.B. in zwei etwas einfachere Theile. 
Man wiederholt dann die Operation, bis man zu möglichst einfachen 
Differentialen gelangt. Der Nutzen dieses Verfahrens besteht theils darın, 
dafs, weil die Zahl der zu bestimmenden willkürlichen Constanten ge- 
ringer ıst, die Elimination erleichtert wird, und die algebraische End- 
Gleichung auf einen minder hohen Grad steigt, theils darin, dafs man 
bei jeder neuen Substitution eine andere Form für die, willkürliche Con- 
stanten enthaltenden Functionen wählen kann. Auf diese Weise kann man 
in jedem einzelnen Falle entweder unmittelbar oder durch einen beson- 
deren analytischen Caleul finden, welche Form der snbstituirten Func- 
tion am besten zum Ziele führt. Auch partielle Differentiationen und 
Integrationen gewähren zuweilen einige nicht zu übersehende Vortheile. 

Auf diese Weise ist es mir gelungen, die gegebenen allgemeinen 
Differentiale erst in einzelne, noch ziemlich zusammengesetzte Theile, 
darauf diese wieder in zweifache, und endlich die meisten auch in ein- 
fache aufzulösen. 

Es ist merkwürdig, wie die Schwierigkeiten zunehmen, je weiter 
man in der Zerlegung kommt, fast auf die Art, wie bei der chemischen 
Analyse, wo die erste Zerlegung zuweilen sehr leicht ist, dıe endliche 


*) Die allgemeinste Regel drückt die bekannte und wichtige Formel [pdg = pg—/gdp aus. 
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Trennung der einzelnen Elemente aber oft fast unüberwindliche Schwie- 
rigkeiten hat. Die letzte Zerlegung dieser oder jener Function mit zwei 
Elementen fand ich nicht eher, bis ich versuchte, sie als eine eigene 
neue Function, oder als ein Element zu betrachten, und ihre Eigenschaf- 
ten zu untersuchen. 

Diesemnach will ich nun zuerst zeigen: 

1) Wie das logarithmische Integral [PdxlogR in andere, weniger 
zusammengesetzte aufgelöset werden kann. 

2) Wie eben dieses mit dem Kreisbogen- Integral [Pdxarctang ge- 
schieht. 

3) Wie die solchergestalt erhaltenen, minder zusammengeseizten In- 
tegrale ın Functionen mit zwei Elementen zertheilt werden können. 

4) Wie diese Functionen mit zwei Elementen ın Functionen mit ei- 
nem Element aufgelöset, oder wenigstens eine durch die andere aus- 
gedrückt werden können. 

Hierdurch ist die Zerlegung der gegebenen Differential - Formeln 
geschehen. Die Aufgabe ist dann ferner, die Eigenschaften der neuen 
Funetionen zu finden, und Tafeln dafür zu berechnen. 

Der Kürze wegen wollen wir uns folgender Bezeichnung bedienen. 


Bezeichnung der Functionen. 

1. Eine Function mit einem Element soll durch einen grofsen oder 
wenigstens langen Buchstaben bezeichnet werden, welcher unmittelbar 
vor das Element gesetzt wird. Eine unbekannte Function soll durch 
griechische Buchstaben, wie z. B. @x, Yx, eine gegebene durch lateı- 
nische, 2. B. wie fx, gx bezeichnet werden. Also: 

Sinus& durch Sx, 
Cosinusx durch x, 
Tangensx durch 7’x, 
Logarithmusx durch Zx, 


= durch Ax. 
2. Die umgekehrten Functionen sollen durch das umgekehrte Zei- 


chen, oder auch durch einen Strich über dem Zeichen der directen Func- 


tion bezeichnet werden. Also: 
arcus sinusx durch Sx oder durch ®r, 


arcuscosinus x durch Cx oder Ix, 


| 


= 
ur 
er 
-,, 
2 
> 
F 
fr 
J 
. 
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(demnach cosx durch Ix) 

arcus tangensx durch 7’x oder durch Zx. 
(Diese letzte Bezeichnung ıZ, als «/Z betrachtet, scheint sehr gut an die 
zwei (log) in dem imaginairen Ausdrucke von arctang x: 


zu erinnern.) 
3. Zusammengesetzte Functionen sollen durch eine Complexion meh- 


rerer Buchstaben bezeichnet werden, z.B. eine ganze Function vom nten 


Grade durch (+) oder Dieser Ausdruck hat also entwickelt fol- 


gende Form: 


n 


Die Function f x vom zweiten Grade ist auf diese Weise im Allgemeı- 

nen = @,+a,x + 0,x°. (Diejenige mit imaginairen Factoren von der 

nemlichen Ordnung, nemlich @ + 20axCa + x* ist besonders merkwür- 

dig, und soll, wo es nothwendig, durch (2)® oder (@2)x bezeichnet wer- 


den. Der Winkel wird immer mit demselben griechischen Buchstaben 
bezeichnet, den die Constante aus dem lateinischen Alphabet hat.) 


Ferner soll bezeichnet werden 
durch wie bei Legendre, 


durch 
1--x 
Der Kürze wegen kann man die Variabeln, welche mehreren Func- 
tionen gemein sind, oder die sich leicht von selbst verstehen, weglassen, 


also Er, Ez statt E/, Dx, Dz statt ja selbst C statt 


‘ ) 
Ca; statt etc, z.B. oder (5) statt + 4 oder 


a + 2arcos® + r* etc. schreiben. 
Dieser Bezeichnungen und Abkürzungen werde ich mich beı der 


Rechnung bedienen; in den Resultaten aber werde ich die gewöhnlichen 


Bezeichnungen beibehalten. 
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I. Allgemeine Zerlegung von [PdxLR. 


Eine erste Zerlegung dieses Ausdrucks ist leicht. Denn da eines- 


theils R von der Form ne ist, so ıst —L(f) x, und 
x | 


144 . .. . . . 
als ganze Functionen, können in einfache oder quadratische 


Factoren von der Form (c-+e,x)" oder (*+2exCß-+x°)" zerlegt wer- 
den. Also ist LR eine Summe von Gröfsen, wie nL(c-c,xz) und 
nL(e +2exCß-+ 2°); anderntheils aber kann P als rationale Function 


von der Form ‚ nach bekannten Regeln (Beil. I.) in mehrere Theile 


von der Form 


ata,x 
2x2 CP + 


aufgelöset werden. 


Durch diese beiden Zerlegungen, welche nur die Auflösung alge- 
braischer Gleichungen voraussetzen, findet man also: 


1 ata,xX 
LR= 
folglich ist /Pdx. LR in 
L a L 
zerlegt worden, wo die vorhandenen Functionen von 
der Form F'(x) bedeutet, und der Kürze wegen nur das erste Glied statt 
der Functionen selbst gesetzt ist [z. B. (6°) statt 2220 + 
Durch diese Vorbereitung ist also nun so viel gewonnen, dafs man 
nur noch die sechs Ausdrücke einzeln zu untersuchen braucht, welche 
entstehen, wenn jede von den zwei Formeln aus ZR mit jeder von den 
drei aus P multiplicirt werden, und welche, wie folgt, bezeichnet wer- 


und 


den sollen: 


= 
— 
de 
E 

a: 

ern 
at’ 

oder 
ı 

Er 

= 

Lo: 
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de 


1 


| F = +2cıC +7?) 
Um nun diese Ausdrücke zu integriren, kann man sich der bekannten 
Reductions- Formel 

= po —Sydp 


bedienen. 
Ist nemlich ZR=p und [Pdx=0/, so ıst nach dieser Folmel: 


[PdxLR = QLR— 


welche Formel beinahe alles, was bisher über logarıthmische Integrale 
gesagt worden, ausdrückt. (Man sehe z. B. Lacroix Zr. du Cale. differ. 
et inlegr. sec. edit. Tom. II. p.23 sg.) Ist oder [Pdx rational, so ist 
die logarithmische Integration schon auf die gewöhnliche rationale redu- 
cıri, leider aber enthält Q häufig Logarıthmen oder Kreisbogen, so dafs 
man sich nur im Cirkel bewegt. (In der von Lacroix a. a. O. gege- 
benen Formel für /Pdx(ZLrx)" enthalten die dortigen Gröfsen M, L, X 
etc. nicht allein dergleichen, sondern noch andere höhere transcendente 
Gröfsen, die nicht angedeutet sind.) 

In dem gegenwärtigen Falle ist P entweder x”, oder (7) oder 


+ 
-, und Q entweder —— , oder ‚ oder 


30; dx 
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Nach bekannten re ıst 


de __bC+x a k 
woselbst a, a, etc. und & gewisse Constanten sind. (Hirsch. Int. Tafeln 
p- 106.) 


Uebrigens ist R entweder von der Form a-+a,x oder 0a 


und demnach dR=adr, oder und — ‚ oder 
Tata, x 
2.(a C+x) de 
wer 


Hieraus erhellet, dafs ım Allgemeinen durch diese Reduction sowohl 4 
und B, als C und D auf Integrale rationaler Differentiale reducirt sind, 
E und F aber, wenn nicht etwa «,5Cß ist, nothwenldig Theile von 


der Form 
c,dx c--bCP 


c+c,x bSß oder 
x--b CP 


enthalten. Diese beiden Ausdrücke mit ıZ sind demnach solche, die sich 
nicht durch die allgemeine Reductions-Formel auf Integrale rationaler 
Differentiale bringen lassen, und die folglich nicht durch Z und ıZ aus- 
gedrückt werden können. Durch weitere partielle Integration erhält man 


(eCy+a) dac __ () 1 c 


also besondere Fälle von E und 7, nemlich mit dem Exponenten 2 =1, 
welche demnach ausgenommen werden müssen, und durch £' und #" be- 


nemlıich 


DB. 


zeichnet werden können. 


Dergleichen Ausnahmen finden sich auch im Vorhergehenden, nem- 
lich in 4 und B, wenn z=—1ı, in welchem Falle =Lr und in C 


und D, wenn = 1, in welchem Falle Q=;Lb+b, x) ıst und dem- 
nach wieder dieselbe Form bekommt, nemlich logarıthmisch -ra- 


tional wird. 4A" und B”' aber können entweder auf dem Wege, auf 


4 
= 
= 
> 
er 
= 
PER 
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welchem wir sıe erhalten sollten, nicht vorkommen, oder wenigstens als 
besondere Fälle von £ und D (nemlich für 5=0) angesehen werden. 
Es sind also nur folgende Ausnahme -Fälle weiter zu untersuchen. 


zus —L(a+a, x), 
dxlata, x 
!!'= able 


von welchen schon, weil sie von der allgemeinen Integrations- Formel 
eine Ausnahme machen, zu vermuthen ıst, dafs sie eigenthümliche Func- 
tionen enthalten, die als bekannt vorausgesetzt werden müssen, wenn die 
Integration möglich sein soll. 

Die drei ersten Ausdrücke könnten als besondere Fälle des vierten 


IMEZZ: 
F", unter die allgemeine Form gebracht, angesehen wer- 


den; doch würde dieses gegen unsere Absicht sein, weil gerade ein- 
fachere Functionen gesucht werden. Diese drei einfacheren Formen 
aus der Acht zu lassen, würde schon errungene Vortheile aufgeben heifsen. 


Bevor wir zur weiteren Untersuchung dieser Functionen schreiten, 
wird es gut sein, erst noch eine andere Classe von Functionen zu be- 
trachten, nemlicb die mit ‚Z, von welcher schon einige specielle Fälle 
bei der Untersuchung der logarıthmisch -rationalen Ausdrücke vorkamen, 
und welche demnach mit diesen verwandt sein müssen. 


2. Allgemeine Zerlegung von /Pdx.arc.tang.R. 


Dieselbe beruhet theils aut der bekannten Zerlegung der rationalen 
Function P in Partialbrüche, theils auf einer weniger bekannten Eigen- 
schaft der Function ıZ (arc. tang.), dafs nemlich die arc. tang. zu rationalen 
Functionen (d. h. die Bogen, deren Tangenten rational sind und die ıch 
rationale 7 nenne), in eine Summe von arc.tang. vom ersten Grade 
d.h. von Bogen, deren Tangenten rationale Functionen vom ersten Grade 
sind) zerlegt werden können. (S. Beilage II.) 
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Nach ers Satze kann man annehmen, au 


—= 2/7 oder auch 


a, 
schon durch Auflösung einer algebraischen Gleichung zerlegt ist. 
Nun ist aber, wenn [Pdr—=ß, 
dR 


[PdazER = (76-2. 


Dem Verkungpiunben zufolge darf man ol nur für Ä eine von den Grö- 


fsen ——-, oder anders bezeichnet, e+@,x nehmen, so dafs 


a,.dx 


(ata,x)° 


statt Q aber muls, da P nach geschehener Zerlegung die Form x”, oder 


! x 
oder haben mufs, entweder oder 
—1 


oder endlich 
| 


gesetzt werden. 


Die möglicherweise hierher gehörigen einfacheren Formen der ra- 
tionalen Kreisbogen - Diflerentiale (deren offenbar, da ıZRt sich nur in die 
eine einfachere Form Z(@a-t-a,x) auflöset, nicht mehrere, als der ver- 
schiedenen Formen der Partialbrüche der rationalen Function P, nem- 
lich drei, sein können) müssen demnach, wie folgt, ausgedrückt und all- 
gemein integrirt werden, nemlich: 


n Aa 1 
\ n+ 1 


Greile's Journal. III. Bd. 2. Hft. 16 


ZA =. —— 
4 
= 
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Man sieht hieraus, dafs die beiden ersten & und ß sich auf Integrale ra- 
tionaler Differentiale bringen lassen, und demnach im Allgemeinen durch 


und Z ausgedrückt werden; die dritte y aber, da 


ımmer 


d 77 “ enthält, einen besondern Fall von sich selbst, nemlich: 
da 
b5P 
voraussetzt, 


Es bietet sich daher y für 2= 1 ımmer als ein besonders zu un- 
tersuchender Ausdruck dar. Dergleichen Ausnahme-Fälle giebt es auch 
in &, fir2=—1, und in ß für z=-+1; der erste aber (&*) ist, wie 
man siehet, nur ein besonderer Fall von dem letzteren (ß‘).. Demnach 
sind aus dem allgemeinen zusammengetzten Integrale [/PdxZR nur fol- 
sende abzusondern, von welchen zu vermuthen, dafs sie eigenthümliche, 
einfachere Bestandtheile enthalten; nemlıch: 


ae), 


d 


wovon jedoch das erste, ß’, durch partielle A in 


€, 


übergeht, und folglich auf dem vorher aus den logarithmischen Integra- 
len herkommenden E' beruhet; das letzte, y', aber wird 


a—a,bCP \ 


von dem vorher gefundenen F', theils auf einem besonderen Falle von 
sıch selbst, wenn oder 


welches daher der einzige den rationalen .Z Differentialen eigenthümliche 
Integral- Ausdruck ist, 


wo A= ‚ und beruhet daher theils auf einem besonderen Falle 
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3. Zerlegung der bis hierher gefundenen Ausdrücke ın 
Functionen mit zweı Elementen. 


Das Vorhergehende zeigt, dafs die Integrale von PdxLR und PdxZE, 
wenn Pund Rrationale Functionen von x bezeichnen, aufser den bekann- 
ten Functionen weiter keine andere neue enthalten können, als dıiejenı- 
gen, welche sich in C', D!, F' und Ö befinden. Wir brauchen uns da- 
her nur mit diesen zu beschäftigen, um die darin vielleicht enthaltenen 
Elemente auszuscheiden, das heilst: die einfacheren Functionen zu finden, 
die als bekannt angenommen werden müssen, wenn die Integration mög- 
lich sein soll. In dieser Absicht werden die fünf! gelundenen Ausdrücke 
so viel als möglich zu vereinfachen gesucht werden müssen. 


Erstlich: oder — L(a+ta,x), 


wird 
= = 
wenn man 
A a—ab, ze 
und | 
[Zra+n Ay 
setzt. 


\ 


Die Function C’ mit vier Elementen (nemlich @, @, 5 und ©) 
reducirt sich demnach auf die einfache Function, die ich durch Ay be- 
zeichne, weil einestheils C und /' schon andere Functionen bedeuten, an- 
derntheils, weil die Function A mit L(log) merkwürdige Aehnlichke:- 
ten hat. 

beı diesem Integrale C' sind einige besondere Fälle zu erwägen. 


a) Wenn a=«@b ist, so wird 


C = [L(e + a,x)]’. 
. 
Denn seizt man so wird +x=lb + und folglich 
I 
da dz 
= /—L: = onst. 


b) Wenn a<a,l, oder Z(=a—a,b) negativ, = —c? ıst, so schein! 
heim ersten Anblick eine andere Form der Function mit einem BElemen! 
angenommen werden zu müssen. Man kann indessen die Integration aui 


16 * 


=, 
- 
\ 
an 
- sm. 
2; 
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. . ce? 1 
folgende Weise auf A reduciren. Wenn man nemlich =—.— —b 


lz 1—z 
setzt, so findet man = — Le und integrirt, 
5 


C'= — —X(—2). 
Daraus folgt, dafs A die einzige Function ist, die zur Integration aller 
zu C' gehörigen Ausdrücke zu PR nöthig ıst. 


7,weıtens. D! oder +), 


wenn man =ay—.D setzt. Nun ıst 
= (L)(— 9), 
also positiv, weil nur ımaginaire Factoren hat, und folglich durch 


keinen reellen Werth, und noch weniger (z.E. durch = —.b) negativ 


wird 


werden kann. Wir können daher = () (—b) setzen. Dieses giebt: 


(ala = <a (oder  —2cb + PD), 
und folglich kann 


aCa—b 
a 


gesetzt werden. 


Hiedurch wirdnun D' in ZyZo® + n? verwandelt, wenn man der 


Kürze wegen die Tunetion 24,08 durch bezeich- 


net, welche offenbar eine Function mit zwei Elementen ist, mit deren 
Hülfe jedes Differential von der Form dD! integrirt werden kann. 


Drittens. E' oder 08) 


kann zuerst 


zesetzt werden, woraus durch Differentiation gefunden 
wird. Durch partielle Integration findet sich alsbald für den ersten Theil 


= 
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welcher auf D" reducirt, und folglich die Function 


3 
mit zwei Elementen: D‘, gefunden werden kann. 


Setzt man c=ay-+b, so verwandelt sich der zweite Theil 


E — nd 


ın 


ist. 
Nun kann man a = +/[(}) 0], mit demselben Zeichen wie e, neh- 


men, wodurch ae, positiv wird, und entweder b' = 0 (und folglich 
b=—bÖCPß, unda=bSß), oder auch e+c,b=0; wodurch sich, wie 
man sıehet, der zweite entweder auf 


ı* 


dy pa 


reducirt, und da beide nur eine arbitraire Constante enthalten, so kann 


oder auf 


E'" durch Functionen mit zwei Elementen gefunden werden: nemlich 


durch >, und entweder durch 1% oder E,, von welchen 7 am dien- 


lichsten zu sein scheint. Setzt man nemlich x = b(ySß— CP) und 
c—c,bCP 
0,bSß 


‚„ so findet man: 
Viertens. Z" oder +2cxly+x). 


Eben wie in E’ kann man . logarıthmischen Theil ın dP von dem 
Kreisbogen- Theil absondern, wenn man 


setzt, indem man, wenn man wieder differentürt, A=a—«a,bÜß er- 


te 
| 
in 
- 
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hält. Setzt man nun, um die Absonderung weiter zu treiben, 
= c(ySß—CYy), so reducirt sich 7, aufser auf 7 und L, noch auf 


zweı neue Functionen von der Form 
und 


deren jede eine Function mit drei Elementen ist, nemlich «, & und y 
enthaltend, wenn nicht etwa ein bestimmtes Verhältnifs zwischen den 
gegebenen Coefficienten Statt findet, wodurch e=1 oder wird, 
wie z.B., wenn JÜß=cCYy; wie wir weiter unten sehen werden. 


Durch diese Sonderungen und Substitutionen gelangt man daher zu 
der gesuchten Zerlegung von Z"' ın Functionen mit zwei Elementen 
nicht. Man mufs also eine andere Art der Substitution versuchen. 


Unter den algebraischen Formen ist besonders merk würdig, 


P+/ 
weil man dadurch drei willkürliche Gröfsen einführen kann, ohne durch 
die Substitution den Grad der Function zu ändern. Bei Untersuchungen 
wie die gegenwärtige, ıst es daher rathsam, diese Form nicht unver- 
sucht zu lassen. Im gegenwärtigen Falle gelingt der Versuch. Setzt 


man nemlich x = ar so findet man: 


9) mr? mn-+tc, (mHn))y (5) 


wo (5) ce + 2° bedeutet. 


Eine gleiche Form ergıiebt sich für () x. 
b—c 
und 
—b, 


Nimmt man nun aber m und n so, ds m tn = 


C 


mn = —— — ıst, so reducirt sich (5) x auf 


(>) (5) n.y* 


(1+7)° 


2 


und auf 


fols ıch F' od: 


13. Hill, über die Integration logarithmisch -rationaler Dijjerentiale. 123 


y | (1-+-y)? 


Dieser beim ersten Anblick noch verwickeltere Ausdruck kann nach den 


(n—m). 


Principien der ersten Abtheilung einfacher aufgelöst werden. Der au- 
fserhalb des Logarithmenzeichens befindliche Factor kann nemlich als 


rationale Bruch - Function ın Theile von der Form 
A B+Cy 


zerlegt werden. (Man sche das Beispiel in der Beilage 1.) 


Der logarıthmische Factor selbst löset sich, wie leicht zu schen, 
ın die Summe 


+6) 


auf. Und da . von diesen zwei Gröfsen in jede von den drei vorigen, 
B Cy 


multiplicirt werden mußs, um dF" zu finden, so entstehen folgende sechs 
Integral- Formen, in welche nun F aufgelöst ist, nemlich: 


2) m-+ (5) n. 

dy Ar: 
fa = -.La+y)% 


6) — 


Von diesen Integralen ist das erste offenbar =![L(1-+Yy)’], oder das 


a 
| dx 
b 

r 

de 

- 
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Quadrat eines Logarıtlhmus; das sechste, wenn man y’—=z setzt, redu- 
cirt sich auf C* und kann daher durch A gefunden werden; das zweite 


beruhet auf einer besonderen Form von D!, nemlich 
dy 


Jr N 
m t 
wo m welche man durch Dy bezeichnen und durch n? fin- 


den kann. Eben so beruht das dritte auf einer besonderen Form von 


(2) 


dy 


wo dm —; und das fünfte ebenfalls auf einer besonderen Form von 
ydy „\2 


a 
welche durch G „ bezeichnet werden mag. 


Unter allen sechs Integralen ıst daher keines weiter, welches sich 
nicht auf die obigen reduciren liefse, als das vierte, welches auf die Form 


Iy 
“2. 7.(4+yY?) gebracht werden kann, und noch dreifach zu sein 


scheint, jedoch durch eine leichte Verwandlung in La’.Lu + IH über- 


gehet, wenn man nemlich y=au und „vu setzt; desgleichen 


= welche Form daher die einzige aus ent- 
u 

springende eigene Function ist, die aber nur zwei Elemente hat. 

Wir haben daher nunmehr alle logarıthmisch-rationalen Differen- 
tiale so weit reducirt, dals sie wenigstens durch Functionen mit zwei 
Elementen integrirt werden können. Um aber gewifs zu sein, dals es 
mit #* immer gelinge, müssen wır sehen, ob auch die so eben vorge- 
nommene Sonderung von Z* nıcht etwa Ausnahme-Fälle habe, die nicht 


auf Funetionen mit zwei Elementen gebracht werden könnten. 


Als solche bieten sich besonders dıe dar, wenn z= m ıst, oder 
wenn 2 und imaginair sınd. 


Erster Fall, wenn Alsdann wäre x = Const. und die 


Substitution unbrauchbar, In diesem Falle mufs = und 


Cr 


| 
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folglich = 4(b,—c,)(e,b—b,c) sein. Diese 


Gleichung nach 5, aufgelöst giebt 
+! 


n" = 


Bei diesem Verhältnifs den ıst die Substitu- 
tion unmöglich, weil sie x = Const. giebt. 

Die Relation kann zwar, wie leicht zu schen, oft Statt finden, in- 
dessen behaupte ich, dafs es nur geschehen kann, wenn die quadrati- 


b 
schen Functionen (5); (5)« reelle Factoren haben; nicht, wenn die- 


selben imaginair sind, welches eben der Fall der Formel #" ist; nemlich in 
(1) 


Setzt man nemlıch und statt und () d.h. be- 
ziehlich eCy und 5*, statt c, c,, b, b,, so bekommt man 


e— also b, oder imaginair, wenn nicht 
zugleich in welchem Falle =e, oder ist. Bier- 


aus erhellet, dafs der einzige mögliche Ausnahme-Fall in dieser Hinsicht 
a 
C 


Dieser Fall aber, der beim ersten Anblick sehr zusammengesetzt 


ıst. 


zu sein scheint, kann glücklicherweise durch die schon früher ange- 
wandte Zerlegung von Z" auf eine, eben der Ausnahme wegen, merk- 


würdige Function mit einem Element, nemlich H' oder 7 ZL(1+u°) 
reducirt werden. 
Setzt man nemlich = = e(u Sy Cry), so wird 


Sy).bu- 
Crelie’s Journa!. UL Bd. 2. Hft. 


und 


_f 

282 

2 
— 

- 

= | 
Br 

A 
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Zweiter Fall. Wenn r oder m imaginair ist. 
In diesem Falle mufs 
— (b,— c)(e,b—b,e) 
negativ sein, und also =—-r* gesetzt werden. Diese Gleichung giebt 


ı (b— c)* 
so dafs 5, imaginair ist, wenn man und =kCYy setzt, um zu 
dem eigentlichen #* oder zu 


zu gelangen. Nun mufs aber die gegebene Form F" immer reelle Coef- 


ficienten haben, folglich kann dieser Fall nicht Statt finden, oder es muls 


wenigsiens eine von den quadratischen Functionen, hier (2)z; reelle eın- 


fache Factoren haben, wodurch offenbar F* auf E' gebracht wird. 


mtny 


Hierdurch ist nunmehr, da die Substitution <= a nicht meh- 


aulgelöset, 


rere Ausnahme-Fälle zuläfst als die eben betrachteten, vollständig er- 
wıesen, dafs #* immer durch Functionen von höchstens zwei Elemen- 
ten ausgedrückt werden kann. Das Nemliche wurde aber oben von C”, 
D' und E' bewiesen. Also kann jede Integration logarıthmisch -rationa- 
ler Differentiale durch Functionen mit zwei Elementen bewerkstelligt 
werden. 

Um das Gleiche auch von den Kreisbogen Differentialen zu bewei- 


sen, dürfen wir nur die Zerlegung von 


zeigen. Setzen wir 


x = c(zöy—Cy), 
und der Kürze wegen: 


so wird sogleich 
1 lz 
a2), 


und diese Form 
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welche schon nur drei Elemente hat, läfst sich, wıe folgt, noch vereinfachen: 


Setzt man nemlıch 


so wird 
dx dz 
1+:? 
und 
(‘) 


und folglich 


wenn der Kürze wegen 
und 


gesetzt wird. 


Multiplicirt man daher die obige Differential- Gleichung mit die- 
ser Kreisbogen- Gleichung, und integrirt, so findet man: 


a A 
a 
eine Gleichung, die sehr gut als Ausdruck einer Eigenschaft von 'ö an- 


gesehen werden könnte, die wir aber nur zur Vereinfachung dieser Formel 
anwenden wollen. Dieses kann auf verschiedene Weise geschehen, je 
nachdem das arbitraire & verschieden bestimmt wird. Ich habe mehrere 
Formen mit zwei Elementen versucht, wie die Form 


dz 


dz 
+2), 


die nicht immer zum Zaele führt. Die folgende 


(b z) 


hat mir die zweckmäfsigste geschienen, theils weil sich ö am leichtesten 
17* 


die immer, oder 


2 

a a 1 
— 
A — 1 1 [04 1 
2 = 
2 a; 
— 
A, = — le —— 
[44 

-. 
> 
” 4 


128 15. Hill, über die Integration logarithmisch-rationaler Differentiale. 


auf dieselbe reduciren läfst, theils weil sie der obigen logarithmischen 
am nächsten verwandt ıst. 

Die Reduction geschiehet, wenn man 4==0 setzt, wodurch man 
für & eine Gleichung von der Form 


a Ar aa, 
erhält, so dafs 


und folglich immer reell ist Hieraus erhellet, dafs Ö immer auf 


gebracht werden, und demnach /PdxıZR auch immer durch Functionen 
mit nur zwei Elementen gefunden werden kann. 


4. Versuch, die gefundenen Functionen mit zweı Elemen- 
ten in Functionen mit nur einem Element aufzulösen, 
oder wenigstens durch einander auszudrücken. 


Bis hier gelang es uns, alle zu den rationalen logarıtımischen und 
Kreisbogen- Differentialen gehörigen Integral- Ausdrücke auf Functionen 
mit nur zweı Elementen zurückzuführen. Sobald man aber diese Func- 
tionen auf andere mit nur einem Element bringen will, häufen sich die 
Schwierigkeiten. 

Die Functionen mit zweı Elementen durch einander auszudrücken, 
hat im Allgemeinen keine besondere Schwierigkeit; auch ıst es bei meh- 
reren schon oben geschehen. Wir brauchen daher nur darauf hinzuwei- 
sen. Um die Uebersicht zu erleichtern, wollen wir die verschiedenen 
Functionen mit zwei Elementen ın Classen eintheilen, so dafs die, welche 
durch einander werden können, vereinigt werden. 


Erste Classe —zL(a-+u) — 7" 


119 


Zweite Classe = 7 -zZ(a’+u), wovon besonders die 


dy 


Function mit nur einem Klement: 


H, 


zu bemerken ıst. 
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Dritte Classe. (Az mit nur einem Element) 
d: 
(aus C'), np? = +2xC0ß+x°) (aus D') 


Dx = ‚Le+2) 6), = 
a d de 
Vierte Classe. 0, = „L(ax), dx — lb (a-+ x). 


Zur Rechtfertigung dieser Eintheilung müssen wır kürzlich zeigen, 
dafs die in eine und dieselbe Classe gebrachten Functionen durch einan- 
der ausgedrückt werden können. 


Dafs es bei denen in der ersten Classe der Fall ist, folgt daraus, 


dafs sie alle besondere Formen von EÄ sind; von welchen schon gezeigt 


wurde, dafs man sie durch 7, finden kann; und daher umgekehrt diese 


durch jene. Eben so sind die der dritten Classe besondere Formen von 


D', aufser G, welches partiell integrirt, 


2 2 2 ! 2 
ist, und sonach eben auf D' gebracht werden können. Also können alle 


Functionen von der dritten Classe durch n® gefunden werden, und um- 


gekehrt. Die in der vierten Classe, als besondere Formen von d, können 
auch durch einander ausgedrückt werden. Man kann daher jede Ulasse 
als eine einzige Transcendente ansehen. 


Hieraus ergiebt sich also, dafs man zu der bezweckten Integration 
höchstens nur vier Functionen mit zweı Elementen, und eine oder zweı 
transcendente Functionen mit einem Element, die aber als besondere 
Fälle der ersten anzusehen sind, zu postuliren braucht. Da sich nıcht 
voraus sehen lıefs, welche von den verschiedenen Formen der Transcen- 
denten die regulärste (d.h. die, deren Eigenschaften sich am einfachsten 
ausdrücken lassen) sei, so habe ich alle oben angeführten verschiedenen 
Formen, wie sie aus der vorhergehenden Analyse unmittelbar hervor- 
gingen, untersuchen müssen, um keine merkwürdige Form bei der Aus- 
wahl zu übergehen. Um aber die vier transcendenten Functionen wo 
möglich auf eine geringere Anzahl zu bringen, oder auch in einfache zu 
zerlegen, wird es gut sein, sie noch anders einzutheilen. 


}: 
== 
= 
= 
=, 
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Ich bemerke, dafs alle hierhergehörigen Functionen nur von zweier- 
lei Art sind, nemlich: 

1) solche, deren Differential ein Product eines Logarıthmus in das 
Differential eines Kreisbogens ist, oder umgekehrt, die also von der 
Form: 

oder [AL.Z 
sind. (Classe 1. und ?.) 

2) Solche, deren Differential ein Product eines Logarithmus in das 

Differential eines Logarıthmus, oder auch eines Kreisbogens in das 

Differential eines Kreisbogens ıst, dıe also von der Form: 


[daL.L! oder 
sind. (Classe 3. und 4.) 


Diese Eintheilung wird sich in der Folge rechtfertigen. Dafs die 
Functionen der ersten Art durch einander ausgedrückt werden können, 
ergiebt sich im Allgemeinen daraus, dafs 

ist, woraus zu vermuthen, dafs sie alle nur eine neue transcendente Func- 
tion von zwei Elementen voraussetzen: ja, dafs sie selbst alle durch eine 


und dieselbe Function I von einem Elemente ausgedrückt werden kön- 


nen. Wie von den Functionen der ersten Art, die als transcendente Pro- 
ducte logarithmischer und circulairer, also ungleicher Functionen be- 
trachtet werden können, kann ein Gleiches von der zweiten Art, welche 
transcendente Producte gleicher Functionen sind, erwartet werden. Hier 
kommt in einer höheren, transcendenten Bedeutung dasjenige wieder vor, 
was in den Elementen bei den entgegengesetzten Grölsen Statt findet, 
dafs nemlich gleiche Zeichen positive, ungleiche Zeichen negative Pro- 
ducte geben. Kreisbogen und Logarıthmen sınd hier die entgegengesetz- 
ten Functionen, und man kann ıZ als einen negativen, oder, wie gewöhn- 
lich, imaginairen Laogarıihmen betrachten. Die Functionen der ersten Art, 
als aus ungleichen entspringend, müssen daher negative, d.h. zu den 
circeulairen gehörende Functionen geben (was sıch auch bestätigt). Mit- 
hin werden die der zweiten Art positive, oder dem Logarithmus analoge 
Functionen geben. Auch fand ıch, dieser Analogie folgend, ım Voraus, 
dafs die Function ö, die so verschieden von D zu sein scheint, gleich- 
wohl durch letztere ausgedrückt werden kann. Wenn nemlich ® und 
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9' zwei Bogen sind, deren Tangenten die Form ar haben, desglei- 
chen r und r! von der Form Y(e+c,v+c,v°), so kann man Ö oder 


bringen. Die Bestimmung der Constanten übergehe ich, da sich bald 
eine einfachere Art, d durch D auszudrücken, zeigen wird. 
Da die weitere Zerlegung nicht gelang, so fing ich an, die Eigen- 


Functionen von der ersten Art: 


schaften der hierher gehörigen Functionen (besonders I), und H/) zu 


suchen. Vorzugsweise zog ich die in der obigen Analyse sich besonders 


auszeichnende einfache Function oder L(1+.u°) in Betracht. 
Besonders schien die Substitution z = n gelingen zu müssen: sie 


gab aber statt der gesuchten Eigenschaften der Function mit einem Ele- 
ment //,, die eben so gewünschte Zerlegung der Function I, von zweı 


Elementen, die sich durch jene so ausdrücken läfst: 


IE .‚L(t-+x), oder 


it«: 
Lehrsatz I. = +C. 
Denn setzt man = u, so wird und 
folglich 
(+2) 
und daher 


da 


d. h. = 


Integrirt man nun, so erhält man den EA Mn aus welchem 


je 

+ 
8 


x 

- 

x 

£ 

—— 
.r 

- 
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mehrere merkwürdige Corallarien gezogen werden können; nemlich 


welcher Ausdruck auch für H, und I )+B gilt. 
2) + 0°), 


und wenn 7,—=0, welches ein bestimmtes Integral (integrale defi- 


nie) ıst, 


ol dx 1 zwischen den Grenzen 
| 


und 
1 — 
3) Een o =4rl2 = 


1 
a a __ 70 
4) = 
x 


a 


L a 


6) folglich = 0, 


Rx 


a) 


nebst mehreren bestimmten Integralen, die ich übergelie. 


Da auf diese Weise die Zerlegung von r oder (4. L(a+2) 
glücklich gefunden war, nahm ich die noch übrigen vor. Besonders schien 


die aus entsprungene Function L(a+x)%, oder —L (1-+x°) 


eben so auflöslich zusammengesetzt zu sein, wie ]J,, wovon sie nicht 


selir verschieden zu sein schien. Leider aber glückte eine andere Zer- 
legung, als die sich unmittelbar darbietende ımaginaire, aller Mühe un- 
geachtet, nicht. Ein so geringer Erfolg bei dem einfacheren Falle ver- 


®), wovon, da die 


. . . a 
sprach zwar nicht viel für FM, oder 


dx 
1-- x° 
Function nur imaginaire Factoren enthält, noch weniger eine reelle Zer- 
legung zu hoffen war. Gleichwohl ist dieselbe vollkommen gelungen. 


Bevor ich sie vollständig vortrage, will ich historisch anzeigen, auf 
welche Standpuncte ich die Zerlegung successive brachte. 
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Zuerst fand ıch, dafs durch 7, und folglich’durch Z° aus- 
gedrückt werden kann, woraus sich schon eine Zerlegung hoffen liefs. Spa- 


terhin fand ich noch, dafs Z7/, wenigstens auf zwei verschiedene Arten 
durch Z gefunden werden kann, nemlich 
1) H, — einer Summe von LxXJ 


a a 

a u u 

u —— und !"=+——. 
u 


ı ı 


woraus schon erhellet, dafs durch mit Hülfe unseres ersten Jichr- 
satzes ausgedrückt werden kann. Von den verschiedenen Verfahren, 
durch welche man zur Zerlegung von H, gelangt, wıll ıch nur das eıin- 
fachste anführen, obgleich es nicht immer zum Ziele führt, z. BE. nicht 
die Zerlegung von I”, giebt. Diese ist eine Variation von /2 „, in Rück- 
sıcht des Parameters (@), und nochmaliger Integration. Weil nemlich 
H', eine Function sowohl von x als von & ist, so kann man die Ablei- 


tunz nach « finden, welche völlixr bestimmt seın mufs, wenn man den 


Anfang des Integrals festsetzt, z.E. II, = 0. 


Dann ist: 
d a __ ds d 
dx 2a ( 1 1 ) 
a? -+x° a—1 x? a?-+- r?, 


2a 2 x 


Nach geschehener Entwickelung und Integration wird aber 
— La‘) — etc., 


und daher 


2 x: /2 2 
+2)+.... ec 


d.h. 06, und folglich C=0. Es ist also 
Crelle’s Journal. Bd. 2. 15 


| 

\ 
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dıra 2a 2 (2); 


und also, wenn man mit d@ multiplicirt, sodann integrirt, und der Kürze 


wegen — = u setzt: 
I”, 
a—1 du 


Nun ıst aber, weil ae = —, wie leicht zu sehen: 


du 


folglich wird 


Es kann aber // nach dem ersten Lehrsatze durch I , 


werden. Thut man dieses, und bestimmt gehörig die Constante, so er- 


ausgedrückt 


ziebt sich folgende vereinfachte Zerlegung von 24, nemlich: 
Zweiter Lehrsatz. 
a __ u—au! 1 
= + + un) 
1 
+Zu.La—ey 


L—a 


eın merkwürdiges Theorem, welches wir mehrerer Vollständigkeit und 
Deutlichkeit wegen, auch noch besonders beweisen wollen. 


Da ım Allgemeinen 
1 dv 
dH, = .L(1-+ v) 
ıst, so wird 


und weıl 


+ 


und folglich auch 


so ıst 
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= (u+ au), 


wenn @ negativ genommen wird. 


Es ıst also 


a 
und 
dH ( ) = du. (= (i—.a)? 
Die Summe dieser beiden Differentiale ist, wie leicht zu sehe 
2du 2) 
eu 
du 
adıu 


wenn nemlich die Brüche und Logarithmen partiell au! 


r aufgelöset werden. 
Durch eine leichte Verwandlung erhält man 
alu +4 1—a 


2du 


[La + u) + + u) — Lu, 

adu du 
und folglich durch Integration: 


1 ) — 
Lu. 
eine Gleichung, die unmittelbar H” giebt, und mit Hülfe des ersten Zu- 


satzes zum ersten Lehrsatze den obigen Lehrsatz beweiset 


a 
Erster Zusatz. H,+H, =4z2.Le + /,+€ 

Zweiter Zusatz. Wenn Y, so st =rLi1+u), 
welches ein bestimmtes Integral (infegrale definie) giebt, nemlich 


du 


zu a‘ 
Dritter Zusatz. 


Wenn @e =1 ist, und die Constante gehörig 
bestimmt wırd 


„so ıst 


15* 


- 
[4 4 & 
Fr 
Fir 
— 
: 
3 
1 
| 
. 
. 
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welches eine Bisectionsformel für die Function F! von einem Element 


ist. Nımmt man hier v= x, 50 findet sıch 


1 0 du 


welches eın bekanntes zntegrale definie ıst. Hieraus ar nun deut- 


lich, dafs alle Functionen erster Art nur die einzige neue m“ oder 
voraussetzen, durch sie ausgedrückt werden können. 


Functionen von der zweiten Art: 
([AL.L! und 

Diese können im Allgemeinen nicht durch Functionen eines Ele- 
ments, (wie z. B. Ar) ausgedrückt werden, wohl aber .eine durch die 
andere, so dafs nur eine Function zweier Elemente zu postuliren nöthig 
ist. Im Allgemeinen scheint es zwar gleichgültig, welche von den hıer- 
her gehörigen Functionen zweier Elemente man zum Grunde legen wıll; 
jedoch ist dazu offenbar die einfachste die beste. Man kann daher nur 
erst wählen, nachdem die Eigenschaften der Function untersucht worden 


sınd. Durch nähere Untersuchung habe ich gefunden dafs dıe Function 


A 
D_ oder 


x 
dx 
am leichtesten zu berechnen ist, und die einfachsten und merkwürdig- 
sten Eigenschaften hat, und also am meisten dazu geeignet ist, dıe übrı- 
gen hierher gehörigen Functionen darauf zu beziehen. 
Ich habe vielfältig vergebens versucht, D__ ın allgemeine und reelle 
Functionen Eines Elements aufzulösen. Eine imaginaire Sonderung da- 
gegen ıst leicht. 
Da nemlıch 


ı +2 = 


so wird 


DE =/ZLütze)+ [ZLa+xe) 


x 


(w 
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Das merkwürdigste hierbei ist, dafs dieser im Allgemeinen imagınaıre 
Ausdruck in unzähligen Fällen reell gemacht werden kann. Es kann 


nemlich theils, wenn & mit vw commensurabel ist, D, durch mehrere A 
ausgedrückt werden, wie z. B. 
2, | 
= —ıAx, 
theils können im Allgemeinen für jeglichen Werth von & (der auch ın- 


commensurabel mit = sein kann) unzählige Werthe von x angegeben, 
und die Uebergänge zum Reellen auf unzählige Arten auf die Weise be- 


werkstelligt werden, dafs man D“ durch mehrere A erhält. Dennoch 


. . . . 
kann D. im Allgemeinen nicht anders als durch eine unendliche Reihe 
von A reell ausgedrückt werden. Ich werde dieses weiter unten näher 


auseinandersetzen. 
Für jetzt kommt es nur darauf an, zu zeigen, dafs alle Functionen 


. & . . 
zweiter Art durch _, diese Function als bekannt vorausgesetzt, ausge- 


drückt werden können. 
Zuerst ist, wie leicht zu sehen, 


10 = = = 
Jedoch mufs Ax als Function eines Elements nicht übersehen werden; 


weshalb wır sie noch besonders betrachten wollen. Zweitens haben wir 
schon bemerkt, dafs alle aus D* und E* entspringende, hierher gehörige 


.. 
Integrale durch D,. gefunden werden, während alle dergleichen aus £" auf 


D* und E' zurückgeführt werden, und daher ebenfalls durch D gefunden 
werden können. Die einzige noch zweifelhafte Form ist daher die Kreis- 


d 
bogen - Form oder @x, die aber auch auf wie folgt, ge- 


bracht werden kann. Da nemlich D_. eine Function zweier Elemente 
ist, so mufs sie auch eine Ableitung nach dem Parameter # haben. Es 
ıst aber, wie leicht zu sehen, 


de d da —IrS5a 
dx Ca 
( ; = — 2. — Cox 
Te) 


| | 
| 
| 
|: 
« 
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wo Üox eine von x unabhängige Gröfse oder sogenannte Constante ist, 
die aber eine Function von & sein kann, welche sich, wie folgt, bestim- 
men läfst. Da durch unmittelbare 


[77 dx 
so kann man D, —0 setzen. Alsdann ist 
= — — S2c = 0, 
und für = 0, 
d 
D=0= — 4Cos, 
tolglıch 
Ca 
mithın 
( 
folglıch 
& 
D, 
Nach bekannten trıgonometrischen Formeln (oder nach Beısp. 1. Beil. 2.) 
ıst aber 
1+-xCe 20) 
und hieraus 
1—: 
2dal — fada; 


iolglıch umgekehrt: 


Ü 


i+x 
d. ı. wenn man oder = und oder 
und da. = = setzt: 
d. h.: l+a 


Dritter Lehrsatz. 0, = + 2(Z 1)? Const., wel- 
ches der dritte merkwürdige Lehrsatz ist, durch welchen die Kreisbogen- 
Formeln auf dis einfacheren logarithmischen gebracht werden können. 
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Aus der bisherigen Untersuchung geht nun hervor, dals man zur 
Integration aller möglichen rationalen, logarithmischen und Kreisbogen- 
Differentiale [Pdx LR und [Pdx.are.tang. R nur diese zweı neuen 
elementaren Functionen 


= 


x 
als bekannt oder berechnet zu postuliren braucht, wozu ıhrer Einfach- 
heit wegen noch die dritte 
da 
kommt. 


Statt der ersten kasn man auch die Form 
Ho = 


nehmen (indem man der Kürze wegen H!o durch 7/0 bezeichnet). 


Wenn man nemlich x = cot® oder TO = 2 setzt, so ıst 
1 
folglich 
d® L(s®) do L(s®)’, 


d.h. = Const. — HP. 


Als elementare bilogarıthmische Functionen kann man daher an- 
nehmen: 


AxX L(ı1-+x)*), 


DT +2), 
= 
durch deren Hülfe beliebige rationale logarithmische Differential- Formeln 


integrirt werden können. 


Da die rationalen logarithmischen Differentiale schon für sich einen 
weit gröfseren Umfang haben, als die rationalen und einer noch weite- 


*%) Man könnte auch & = "D,p = setzen, so dafs Ip = [dgL(i1+ ef) 
und 'D, 222 SdgL(i+2e!’Cx+e*) wäre; dieses aber gewährt keine besonderen Vortheile. 


- 
Men 
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ren Ausdehnung durch Verwandlung fähig sind *), so schienen mir diese 
drei neuen Functionen von einem so ausgedehnten Gebrauche und von 
eben solcher Wichtigkeit wie die logarithmischen (circulairen) und ellip- 
tischen. Ich habe deshalb keine Mühe gespart, ihren Eigenschaften nach- 
zuspüren, die ıch auch endlich fand. Ein Freund ist mir bei der be- 
gonnenen Berechnung von Tafeln für dieselben behülflich gewesen, ver- 
möge welcher die Functionen nunmehr als bekannt angesehen werden 
können **). 

Wenn man diese Functionen als bekannt voraussetzt, so kann man 
z.B. folgende Integrationen synthetisch bewerkstelligen. Wir setzen die- 
selben her, damit der Gebrauch der neuen Functionen besser einleuch- 


ten möge. 


Aufgabe 1. 
di 
iv = .L(t 
| | dy +/W 
zu ımtegrıren. 
Auflösung. . Man setze £= 7%, so wird 
dy = + = + WW — LCP— 


folglich, weil 
= HE, 


und mithın 


durch Integration: 


y=—H(@+Y) — + Const. 


*) Es können nemlich unzählige Ausdrücke darauf reducirt werden, z. B. 


gdgpäle), Vlata,et +e”)]. 


Setzt maı 
so ısi 
[7 
— und de = dz 
und folelich 
2 


1 
d. h. rational, und demnach ee von der Form Z+ LZ', und 


«!so durch obige drei neue Functionen zu a 
”*) jch habe einige der Hauptpuncte der Tafeln für A und H mit Hülfe der gefundenen Ei- 
venschaften berechnet. und füge sie zur Probe in der Beilage III. bei. 
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d 
Aufgabe 4. dy= L(a° +1) oder = dPL(a®-+ 
zu Integriren. 
Auflösung. Man setze = «aTP, so wird 
1 


2 2 Sp? 
174 +70 == Co: 53? 


daher: 
dy = d9LS® — SP). 


r 


T 
Wei aber ae = Zur so ıst 


ı to = 
SPC ? 
und folglich 


woraus 


und mithin 


dOL(SPC®) = a), 

— + dB | 
ouer 


= 
folgt, daher | 


dy = — 
+doLa—a) 
und integrirt: 


welches das obige zweite Theorem ist, auf eine neue Art hergeleitet. 


Aufgabe 3. dy = oder 


zu integriren. 


Auflösung. Man setze oder = und 
nehme ß so, dafs 


Crelle’s Journal. IIL Bd. 2. Hft. 19 


| 
= 

| 
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1) ®Tß+ela(ı— TP) = Tß, 


so wird 


rn > . 6) —— 


Durch Auflösung des Logarithmen und Integrirung findet man daher 


(.) 
aTß 
+ 
und es kann folglich y mit Hülfe der beiden vorigen Aufgaben weiter 
entwickeli und ganz durch Z/] ausgedrückt werden. 
Die Gleichung (1.) für ß giebt 


2ale« 


welcher Werth ın und gesetzt, einen noch verwickelte- 


ren Ausdruck für die Constante der Integral- Gleichung wie e etc. giebt. 
Ich habe deshalb den Ausdruck derselben durch folgenden trigonometri- 
schen Calcul zu vereinfachen gesucht: 
Die Gleichung (1.) kann offenbar so geschrieben werden: 
— 9? 1 — a? 


77 
und giebt daher, wenn man «= Z'a setzt, 


= (a.T2a (oder ete. <a) 


Substituirt man dieses ın 


a 
a) Tß oder = + TP, 
so nımmt dıeser folgende Formen an: 


.T3.723 = T® + T®—(1—Ta?) 


1I+-TAT2 
(ra 

23— TP) — T pP? 
(722 — —T| = (T2 ) 

- 227 Ta— = -C2P.Ca* Cp* = (2) 73. 


= 
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723 
Substituirt man ferner ın 


3) (()e7B = 
so erhält man eben so, successive: 
1+ TR Ta) Ta? TA(TP— T2P) 


AHTBT2B T2B— TB 


023 = — 


Hierdurch wird nun 


pP)’ 
und daher 
= Pl 
und 


Ca+9. 
(TB? 


Seizt man noch 


ce = —= TYy, 


so wird 
Ca —- Sat).Sa—p) C2a __ 272 


Nun ist aber nach der zweiten Aufgabe 

N), 

und nach der ersten Aufgabe 
Also wird, wenn man alles zusammennimmt, indem man = R—ß 
(w R=W=zr ist) setzt: 
y oder +20. 
— + H@+B—yYI— H(@+P) + HIR—(@+P)} 


wozu nur folgende einfache Hülfsgleichungen nöthig sind: 
19* 


2 > 
| 
— 
—— 
| 
3 
= 
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T2ß = Ca.T2ı, 
TA = 


T(p-+P) 
7 
Mit Hülfe der Eigenschaften von H kann dieser Integral- Ausdruck 
noch etwas vereinfacht werden, wie ich weiterhin zeigen werde. 


Anmerkung. SdwL(a?—2aCaTw +4 Tw*) findet man, wenn man in den 


vorigen Ausdrücken selzt. 


und 


Zusammen stellung. 


l. Integration der einfachen logarithmisch-rationalen 


Differentiale. 
1. Wenn 
= + x) 
= u, 
so ıst 
= 
a; 1 du aß—b b 
ZLbu = 
L(i-+teu) = 
dz r “ 
Wenn | 
d 
— 7 
x 
Ca+b, 
ed, 


so ı1st 
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13. Hill, 
— D, 
2°) 
Besonders zu bemerken ist 


JS Zrater +02) 


b 


und wenn =; 


2 
dy La-+y) = + y) 


= D_ + y). 


3. Wenn 
A=a—abCß, 
—2becCß + ec, 
Ca = 
so ıst 
E'— 
L(c+e2) = 


2b 
E 
[44 


+2bxCP-+ x?) ce? 
L(ce-+cx)L. = 


a 


und wenn 
= 
e—be CB = be 
= 
so ıst 


Besonders zu bemerken ist: 


( 
en 
% 
= 
> 
=> 
= 
—— 
5 
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Wenn 
C 
c 
Q 
Wenn 
To, 
ydyL(i+y)’ 
Wenn 
t=Ty, 
so 
Wenn 
= Sx.70, 
so 


4. Wenn 


Te? = 
Cı = 
2) 
— 


so 15t 


‘) 


25a 


ce —2bcCPCy+b: CP? 


(b 


cCy—b 


b 5 ? Ta 


b) 


IN 


+2? 
| 
Zusatz 1. == 0; 9) 
| 
’ 
| 
' 
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F! = 
= 
SE HOLTEN 
Wenn 
=n—b, 
735 = 
(x etc. wie oben), 
so ısi 


+ + + 


Besonders zu bemerken sind: 
Für 2), 
1) [AOL = 


Für 2) und 4) 


y= 19 = Ta —b), 
= Const. 


b — (2a 
+Tnsb) 7 Tb) C(a-+b)C (a—b) 


d 


m 
- 
7 
Bi 
a 
- 
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II. Integration der einfachen rationalen Kreisbogen- 
Differentiale. 


Wenn 
ce+c,x zz u= TO, 


=b,T\, 


Wenn 
so ı5t 
2) y= y® 


Es kann aber 4’ auf die Form 


gebracht, und dalier 


du 


nach durch gefunden werden. 
Wenn 
1 
9 
Taaı = 
n —a, 
+%, 


sc ıst 


| 
| 
so ıst 
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du du 
= 


—= [Ad = +3#—ıLnTY] 
= —oL — fayıaTy) 
= ‚„+2V) + Const. 


Beilage I. 


Einfache Art der Zerlegung ratıionaler Brüche. 


1) Wenn der Zähler von höherem Grade als der Nenner ıst, nem- 
lıch so ist 


2) Wenn der Zähler niedriger als der Nenner oder m <{n, also 


ce) in eine Summe von einzelnen Brüchen wıe ——, deren Nen- 


der bei (1.) zurückbleibende Bruchtheil 


‚wo m=nr—-1, zu zer- 


legen ist, so geschieht dieses 


f 


ner wie ©—Ö, einfache Factoren des gegebenen Nenners ME sind, wel- 


cher also ın 


aufselöset werden mufs, und deren Zähler «, ıst, oder = ru 
2. 


b, 
n 
diejenige Gröfse, ın welche En oder (') übergeht, wenn 
x 
man x = b, setzt, wo ( x = a en dem Produete der übri- 


gen Factoren des Nenners aufser z—b, ı 
Crelle’s Journal, 111. Bd. 2. Bft. 


N 

. 

(}) 

n 

b; 

d. h. 
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b) Hat dagegen der Nenner mehrere gleiche Factoren, z. B. wie 
(<—b)', so geschieht die Zerlegung am einfachsten nach einer von Hrn. 
Magister Berlın hieselbst, in einer academischen Abhandlung (de com- 
positione fractionum rationalium, Lund. 1824.) dargestellten Methode, die 
hauptsächlich darin bestehet, y-+5 statt x zu substituiren, wodurch der 


gegebene Bruch 


nach geschehener Entwicklung, auf die Form — gebracht wird, 


welche sıch leicht ın 


zerlegen läfst, wenn man blofs 612 y ın ()y dividirt, doch so, dafs 
man von den niedrigeren Potenzen von y anfängt, und also einen Quo- 


tienten von der Form 


2 


Co 


bekommt. [Man kann auch, statt mit e,y+c,y’-+.... zu dividiren, 


Alsdann sind die Coefficienten, nach Arbogast, die successiven Deri- 
vationen von e, .] 


c) Hat endlich der Nenner einfache, imaginaire, oder positive qua- 


dratische Factoren, sie mögen ungleich oder gleich sein, wie (2) yf 
oder ta’), so setzt man ae odry=xr—atl, 
wodurch der Factor + wird, wenn e=asSe. Der 
Zähler 7, nebst dem Producte der übrigen Factoren des Nenners P, wer- 
den Functionen von x. In diesem letzteren P werden nun die Glieder 
mit geraden und mit ungeraden Exponenten abgesondert, so dafs es aus 
einer geraden Function =F(x°) und einer ungeraden =x.G (x?) besteht, 
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wie Für ein negatives x ist F(x°)—xG (x*) 
—= P(—x). Hiermit wird sowohl der Zähler als der Nenner multipli- 
cirt. Dann wird der neue Nenner eine gerade Function = (x’-+ e*)". N (x°), 
wenn man der Kürze wegen N (x*) = — setzt, und 
der neue Zähler kann durch Vereinigung aller geraden Potenzen [in 
—= H(x°)] und aller ungeraden [in = x/(x°)|, unter die Form 77x) 
—+xI1(x°) gebracht werden; so dafs man jetzt blofs 
I(x?) 
jedes für sich, zu zerlegen hat, welches auf die obige Art leicht geschie- 
het (nemlich dadurch, daß &®—+e°=z gesetzt, und nach geschehener 
Entwickelung gehörig dividirt wird u. s. w.). 
Auf diese Weise erhält man: 
H Ar 


5) und 


und 
I B B, 
e?)Nx* (x + e?)r + (2? + etc., 
und folglich 


H(&?)+xIe) _ A+Bx , A:ı+Bı® 

Dieses allgemeine Verfahren kann, wie leicht zu sehen, noch ver- 
einfacht werden. Wenn man z.B. blofs den Nenner zu einer gegebenen 
Potenz eines der Factoren des Nenners sucht, so braucht man nur die 
Substitution und Division bis zum Grade des Exponenten, oder bis zum 
nächst niedrigeren fortzusetzen etc., welches weitere Detail ich übergehe. 


Allgemeine Beispiele. 1. 


atay B+Cy 
(A 


zu zerlegen. 


Auflösung. Setzt man —1 anstatt y in 7%. ergiebt sich 


b+P 
Um B und C zu finden, multiplicire man nr mit ——, wel. 


a—ay’+(e—a)y 
1—y? 
statt y), so erhält man: 


ches giebt. Setzt man hierin — z statt y? (nicht 


20 * 


35. 

f 

N‘ 

> 
vi 
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welches der gesuchte Zähler B+Cy ist. Es ist also 
b+Py? 

Anmerkung. 1. Die Richtigkeit dieses Verfahrens ist leicht einzusehen, wenn 

ınan in dem verwandelten Bruche z anstatt y setzt, wodurch er in 
— Gz 
(1—:)(b+P:) —:)(b+P:) 

übergehet, wo jedes Glied offenbar als rationale Function von z mit lineären 
Factoren im Nenner, zerlegt werden kann. Der Zähler zu 54 z wird nach 


der gewöhnlichen Regel 


b 
+7 b 


gefunden. 
Anmerkung. ?2. Die Regel kann auch so ausgedrückt werden. 

Nachdem durch gehörige Substitution der quadratische Factor auf die Form 
(x? -+e:)” gebracht worden, wird in dem Producte der übrigen Factoren — x 
statt + x gesetzt, und mit dem Resultate werden Zähler und Nenner multipli- 
eirt; hierauf wird = gesetzt und von z° an dividirt. 

Ein nicht zu übersehender Vortheil bestehet darin, dafs man den Nenner nicht 
im Voraus zu entwickeln braucht, sondern ihn als Product beibehalten und die 
Substitution in z gleichwohl bewerkstelligen kann. Dann werden blofs die nie- 
drigeren Potenzen von x, wie z°, z’, z* entwickelt, nemlich höchstens bis zum 
Grade des fraglichen Factors, oder Eins weniger. Hierauf wird auch nur eben 
so weit dividirt. 

Bisweilen kann es vortheilhaft sein, statt der gewöhnlichen Entwickelung und 
Division eine logarithmische anzuwenden, besonders wenn die Zahl der Factoren 
im Nenner und deren Exponenten ziemlich grols sind, aulser dem des fraglichen 


Factors, welcher z. B. = oder <3 ist. 
. Aufgabe 2. 

Ärste Auflösung. Man setze +4=z, also x—=2z—4, und 

multiplicire Zähler und Nenner mit 

so erhält man: 


a a—a aß-+ba | 


13. Hill, über die Integration Diyerentuale 


mem (8—:) 
oder, nach geschehener Substitution: 
162—8:+6:?— 
Dividirt man nun mit 00 — 1052 -+-.... in 162 —8z...., so erhält man: 
st oder I + A z.... 
Dividirt man mit 200— 1052 -+.... in 17—162—...., so erhält man: 
755 552 + ... oder B D.z w 


Es ıst daher 


162 — 17x 5,054+7,075. x T 
+5 
Zweite Auflösung. Man bringe den gegebenen Zähler nebst 
P(— x) unter die Form p+x9 und p, + x9,, so dafs p und g nur «®, 
und daher nach geschehener Substitution (x = z— e’) nur z enthalten. 
Der neue Zähler wird dadurch nach geschehener Entwicklung 


ouer 


und ın dem Beispiele 

= (—14+4z — x(1+2z)(—11 +32 + 

12 —8Sz+....— x(17— 162 +....) 
Statt der Entwickelung und der Division bedienen wir uns nun der Lo- 
garıthmen. Wenn nemlich 


La +az+02 =b+bz+b,2’+.... 
ist, so ist | 
b=Laocdre=e; ,=ab; ,=a(l,+3b}) etc. 
Hier ıst 


folglich 
L1692— 
— LS + !z+ 
162 101 81 101 St 
folslich =1,5 + 350° +); 
olglıc 


dem Quotienten, der sich auf diese Weise durch eine einfachere Rech- 
nung findet als vorhin. Eben so wird 


} 
< 
. 
EN. 
gm 
ER 
- 
| 
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17 — 16 
2) =L 5 Tem = +), 


und daher 


_162—17x , , T 
7 8000 +7: 


Beilage Il. 


Ein Bogen, dessen Tangente eine rationale Function ist, kann in 
eine Summe mehrerer Bogen, deren Tangenten ganze rationale Functio- 
nen vom ersten Grade sind, aufgelöst werden; d.h. es ist 


ZI(ata,r). 
n 
1. Die höchste Zahl der Grade ım Zähler kann ımmer geringer 
seniacht werden als die des Nenners. 
a) Ist r<n, so ıst es von selbst der Fall. 
b) Itr>n, so ıst 


c) Ist endlich r = n, so gelangt man dazu auf folgende Weise: 
Durch Division bekommt man 


ni i 1 
woc, = 


Nun ıst aber 


JR—JS= 
und daher, man nimmt 
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wo der Zähler, wie leicht zu sehen, nur einen Grad niedriger ıst als 
der Nenner, nemlich vom (2— ı)ten Grade, während der Nenner auf 
den ten Grad steigt, und für reelle Coefficienten auch nie niedriger 


werden kann, weil 
1 
nicht gleich Null werden kann. 


Beispiel. 


c+c,x-+c,x? 
oder 


Auflösung. Es ıst 


we=c—-2ude— ‚; folglich wird 


c 
wenn der Kürze wegen ‚+2 2 d.h. 
d b Cz b, C, . . . 
ud gesetzt welches wıe man siehet, nicht 


gleich Null ist. 
1 1 
Oder auch — und — wenn man mit 


b, abkürzt, da, = 5b’ -+-c? und daher niemals = 0 ist. 
2. Nachdem man dem Zähler nach (1.) einen geringeren Grad 
als den des Nenners gegeben hat, nemlich »<n, so geschiehet die Zer- 


legung von oder kürzer von (d.h. in einen eigentlichen 


Bruch) am einfachsten auf folgende Weise: Der Kürze wegen seı «dp 


dp 
= wie bei Arbogast. 


Weil 
(2) 


c 

) 

b 

2 
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ein rationaler Bruch ıst, so kann er als solcher aufgelöset werden. Da 


a b 

aber der Ausdruck (5), oder ımmer positiv ist, 
so kann er durch keinen reellen Werth von x zu O gemacht werden, 
und hat deshalb blofs quadratische Factoren. Setzt man daher einen 
von diesen = +ß—ie) (wo ?=— 1), so 
mufs einer der imaginairen Factoren in diesem Factor einem der ima- 
ginairen Factoren des vorigen gleich sein, z.B. in (b)-+i(e), 
während offenbar der andere +ß—« ein Factor in (d))— wird, 
wenn man das Zeichen von Z verwechselt. 


Anstatt nun gleich den ganzen Ausdruck 
(b) d(a) — (a)d(b) 
(a)? + (b)° 
zu zerlegeng verrichte man erst diese partielle Zerlegung: 

(a)* + (2)? (b) Fila) (b)—i(a) 
deren Richtigkeit leicht durch wirkliche Addition in dem Gliede rechts 
erhellet (Bs ist nemlich: +77 Man darf nun blofs 
d(a)—id(b) ] d(a)-+Hid(b) 


diese niedrigeren Brüche auflösen, nemlich (b)-Lila) b)— ia) 


oder blofs den einen, da sich die Auflösung des anderen durch Umkeh- 
rung des Zeichens von ergiebt. Weil aber nun +ß-+ einer der 


Factoren in (b) ıst, so 1st einer der partiellen Brüche, 


d a)—id(b) d(aJ)—id(b) __ d(a)—id(b) 
aus welchen bestehet, und = Alb) 


— —i. Wenn also das Zeichen in 2 geändert wird, so ist ferner 
einer der partiellen Brüche, welche zusammen 


ausmachen. Die halbe Summe 
ist also einer der partiellen Brüche ın 
(2) d(a) — (a) d(b) 
\uf diese Art wird bewiesen, dafs wenn die übrigen Factoren ın 
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etc., zu den partiellen 
te 
(b) d(a)— (a)d(b) 


sind, dafs alsdann 


Brüchen gehören, in welche zerlegt wird, so dafs dieser 


(b)’—+- (a)? 
letztere Ausdruck, 


ıst, folglich ist wenn man integrirt: 


Es ist noch . die Constante C zu bestimmen, welches dadurch ge- 
schehen könnte, dafs man x =0 setzte, so dafs 


I; = 0415 +12 +. 


wäre. Sıe wird aber leichter gefunden, wenn man 


etc. + Const. = (= 2). 


successive addırt. Man sieht leicht, dafs die Summe von der Form: 
A 


x 
n 
ist, denn man erhält successive 


und allgemein: 


(n)® 
9 J—— 
Folglich ist der Zähler um einen Grad niedriger als der Nenner, und des- 
halb wird, wenn man C = Ze setzt, 


folglich 


welches (weil »<{ 2) unmöglich ist, wenn nicht e=0=[7'C, und folg- 
lich C = me ist. 
Crelle’s Journal. 111. Bd. 2. Hft. 21 


J 


| 
— 
x + 
| 
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Wir haben daher folgenden Lehrsatz: 
Wenn 
= 


so ıst 


wenn für z eine solche ganze Zahl genommen wird, dafs beiderseits 
ungefähr gleich viele halbe Umfänge sind. 


Zugleich haben wir folgende Summe: 


wo 
2 2 2 2 1 
Beispiel 1 oder ıZ zu wenn 
Auflösung. Man setze 
+2ui= 0, 
so ıst 


d.h. + entweder + 1.7 oder — ei daher 


1+a __ 1—a,__ 1 

Zusatz. ‚WR(Sa,C«) kann auf gleiche Weise aufgelöst werden, 
da dieser Ausdruck offenbar auf Z’R(7’«) zurückgeführt werden kann. 
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Beilage III 


x) x — x) 
1 1,644 934° 066 848° 0 0 
0,9 | 1,299 714 721 991 1 0,1 | 0,102 617° 791 099 
3 0, 978 469° 393 026 H 0,267 652° 639 020 
0,755 395° 619 093° | 27° | 0,426 408° 805 72% 


0,5 | 0,582 240° 5% 465 | 0,5 | „m®—ı(L2) 


x Ax Ax 
10) 0 
0,1 | 0,097 605° 235 29° 1 100 | 12,241 081° 518 111 
2 10,121 296° 623 23T 10 | 4,198 859° 487 058° 
3 | 0,235 900° 297 680 S 3,685 676° 000 552 
2 | 0,309 033° 126 451 4 2,369 939° 797 10% 
2 10,448 414 206 956 3 1,939 375" 420 869 
0,542 191° 216 | 2 | 1,436 746° 366 850 
1 0,822 467' 033 424 Aus, 1,218 525° 260 686 
1 
® Ho 
0 0 
|1,227 310° 146 118 
2, |1,740 803° 636 564 
| 2,004 758° 639 330° 
12,128 351° 797 844 
12,171 563° 403 089 
1x 2,177 586° 090 303° 584 130" 


zz Ha— 
4,355 172° 150 607 rLA4. 


| 

= 

2 

Er 

- 

= 

> 

I, 

4% 
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14. 


Hecherches sur les fonctions elliptiques. 
(Par Mr. N. H. Abel.) 


(Suite du mimoire Nr. 12. tom. II. cah. 2. de ce journal *)). 


Expression algebrique de la fonction e(*) dans le cas, 


oue=c=1 Application a la lemniscate. 
34. 
Dans le cinquieme prargraphe nous avons traite Vequation P, = 0, dou 
depend la determination des fonctions et Cette Equatıon, 


prise dans toute sa generalite, ne paroit guere resoluble algebriquement 
pour des valeurs quelconques de e et c; mais neanmoins il y a des cas 
particuliers, ou on peut la r&esoudre compl&tement, et par suite obtenir 


des expressions algebriques des quantites e(*) et e(*) en fonctions de 


e et c. C'est ce quı arrıve toujours, si peuvent exprimes ra- 


tionellement par e(*) et des quantites connues, ce qui a lieu pour une 


ınfınıt@ de valeurs de —. Dans tous ces cas l’equation P,=0 peut £tre 
resolue par une seule et m&me methode uniforme, quı est applicable a 
une infinite d’antres dquations de tous les degres. J’exposerai cette me&- 
thode dans un me&moire separe, et je me contenterai pour le moment ä 
considerer le cas le plus sımple, et qui resulte de la suppositin e=c=1 
et z=4v-4-ı. Dans ce cas on aura 


fa=ya-—pa; 
209. = 


ce qui se fait voir, en mettant x/ au lieu de z. Cette formule donne ensuite: 
210. flai) = Fa; Flai) = fa. 


208. 


De meme 


*) L'auteur a fait parvenir cette continuation au redacteur sous le date de 12. Fevrier 1828, 
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Ces deux quantlies e et ce &tant &gales entres elles, il est clair, qu'il en 
sera de m&me de deux quantitds que nous avons designdes par w et m. 


En effet on aura 
1. 


En posant dans les formules (10.) ßZ au lieu de ß, on en tirera, 
en ayant egard aux Equations 209. et 210.: 


__ 


Fe. ya. P. FB 


Donc, pour trouver les fonctions 5 / F pour une valeur quelcon- 
que imagınaıre de la variable, ıl suffira d’en connoitre les valeurs pour 
des valeurs reelles. 

En supposant on voitque fm+tui)d; 
F(m-+-ui)d pourront £tre exprimes rationnellement par les six fontions 
suivantes: 


Plud), (md), 
F(wd), Fimd), 
et par suite aussi par des fonctions rationelles des trois fonctions ®0, fl, 
si m es sont des nombres entiers. 
En suivant ce developpement, on voit egalement et sans peine que 
dans le cas, ou zz» est un nombre impair, on aura: 
= 9.7, 
ou Z'est une fonction rationelle de (90), (fd), (FO), c’est-A-dire de (PO). 
Donc en faisant @dö=x, on aura 
x. 
En changeant en Ö7, se changera en ai) et 
la fonction P(m-+ui)ö en done: 
par consequent on doit avoir ce qui fait vor que la 
fonction W(x”) ne contient que des puissances de la forme x”. Donc 
on aura 


213. @(m+mi)d x.T, 


ou Z est une fonction rationelle de x*. 


IR 
| 
IT’ 

u” 
2 
3 

ER; 

\ 
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Cherchons p. ex. l’expression de @O(2-+:)d en x. 
On a d’apres les formules (212.), en faisant et P 
= p2d. Fö-+igö.f2d. F2ö 


Or (10.) donne: 4 
® (20) (@ö)* 1-+-(g 0)* ? 
_ (Fo)? (FO), 
F (2) = ; 
c’est-ä-dire, en remarquant que @d=x, x?) et (14), 


(l—x*) 1—22?— x 1—2x2* — ıx* 
9(20) = fe) = 1+x* F(2)) = 
Substituant ces valeurs et r@duisant, ıl viendra: 


1— 


Expression algebrique de 
36. 


On peut, comme on sait, decomposer le nombre 40-1 en deux 
carres. Donc on peut supposer 


=4v+t1= 


Nous chercherons d’abord la valeur de —-,); car celle-cı etant trou- 


vee, on en tırera facılement la valeur de (u 


La somme des deux carres ®° et P? etant impaire, Yun des nom- 
bres et ß sera pair et Yautre impair. Donc la somme est ım- 


paire. Donc en vertu de 113., on aura 
216. x.5, 


ou Z' et S sont des fonctions entieres de x’ = (®Ö)". 


En supposant de = le premier membre de 216. se reduit & 


[04 + Bi’ 


zero, et par consequent ) sera une racine de lreauation 


() 
Pi 
217. T =0. 
Donc on aura la valeur de o(-— zen au moyen de la resolution 
i 


de cetie Egnation. 
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D’abord on peut trouver tontes les racines de l’equation Z=0 a 
laide de la fonction ® de la manicre suivante: 
Sı on doit avoır 
= 0, 
d’ou Ion tire, en vertu de (27.): 


= mo+ uni = (m+ 


et de la 
et 
218. = 0). 


Dans cette expression sont consequemment contenues toutes les racines 
de l’equation T= 0. On les trouvera en donnant a m et u toutes les 
valeurs entieres dequis — x jusqu’a + x. 

Or je dis que les valeurs de x, quı sont differentes entre elles, peu- 
vent &tre representees par la formule 


a? + 
2 


jusqgu’a + 


Pour demontrer cela, soient A et A’ deux nombres entiers, qui sa- 


—1 


ou e a toutes les valeurs entieres depuis — 


tisfont ä lequation indeterminde: 
219. 
soit de plus £ un nombre entier indetermine et faisons 
20. k=yuitte; —uy—tß: 
on en deduira sans peine: 


e= m+ah— PH‘, 
on verifiera aisöement l’equation 


—— 


et sı l’on fait 


0) (re) ko — Kai) 


| 

De la on tire 
or suivant (22.) le second membre se reduit ä | 
| 
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donc 


m 
Maintenant l’expression de g deviendra, en y substituant les valeurs de 
k et &: 
d’ou l’on voit, qu’on peut prendre Z tel que la valeur de 2, positive ou nc- 
gative, soit inferieure ä Donc etc. 
a? 2 _4 
Cela pose: soit e plus grand que = 
e = 0. 
Toutes les racines de l’&quation Z'=0 seront representees par la 
formule (218); or toutes ces racines sont differentes entre elles.. En effet 


—1(=y—1) et faısons 


sı lon avoit p. ex. 


00 \ _ 
on auroit selon (31.), (en remarquant que »= o) 


(tr; + (m+nDde, 


at Pi a+ pi 
d’ou Ton tıre: 
en+ßm=0; (— 1)". 0’ + n. 
La premiere de ces equations donne z= — ft; m=aut, ou test un 


entier indetermind. En vertu de ces relations, expression de e deviendroit: 
ce qui est impossible, en remarquant que e, e’ sont tous deux inferieurs a 


-1- 
[5} 


d’ou lon tıre 


Donc les racines differentes entre elles de l’equation Z’= 0 sont au 


a —1 
5) 


nombre de Il faut voir encore, sı lequation en question a 


des racınes &gales. En differentiant (216.) on en tırera, en remarquant 
que = da.fa.Fa: 
Sı maintenant 7), a des facteurs egaux, il faut que T et — soient eganx 


| | 
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a zero en m&me tems; donc l’equation precedente donnera 

orona Pa done fe et par 

consequent 

ce qui est impossible, car nous supposons, ce qui est permis, que T et 

S n’aient point de facteur communs. Par lä on voit que l’equation 


T = 16) 
est du degre @ + ’—1 par rapport ä x, et aura pour racines les quantitds: 
\, 


En faisant @X®=r, on aura une &quation 
219. A = 
2 2__1 . 
du degre - = = 2y, et dont les racines seront 


ou pour abreser on a suppose 
p ge a suppose — 


Cela pose, on peut ais&ment r&soudre l’equation R=0, ä laide de 
la methode de M. Gaufs. 
Soit e une racine primitive de @°+£?, je dis qu’on peut exprimer 
les racines comme il suit: 


En effet, en faısant 
7. "= +2), 


ou a@„ est moindre que En on aura: 
mi 


c’est-a-dire, en veriu de (?%.): 


De = = Ola, 


Je dis maintenant que tous les nombres 
sont inegaux entre eux. En eflet soit p. ex. @„—=«,, on aura 
223. "= 
Des deux equations (222.) et (223.) on tire, en eliminant «„, 
5° 


Crrlle’s Tournal. IM. 2. 


et par suite: 


= A un nombre entier. 


— 
P3 
- 
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D Itipliant par e" 
onc, en multipliant par €” on trouve que est entıer, 


grm—ıan 1 


et par suite 2 Lp ce quı est ımpossible, car e est la racine primi- 


tive de et 2m —2n est moindre we 1. 

Donc les 2y nombres 1, a, etc. sont differentes entre eux et par con- 
sequent, pris dans un ordre different, ils sont les me&mes que les suivans: 

On voit par la formule @°(e”d) = P°(a,„d), que les quantites (220.) 
et (221.) coincıdent, mais dans un ordre different. 

Maintenant on pourra resoudre l’equation R=0 parfaitement de la 
meme maniere que l’equation (106.). 

On trouvera (116.) 


ı 2 
ou est une racine imaginaire de l’equation etv, 5, 5... 
8.) seront determines par les expressions: 
= .... + 

+ 
qui par le proc&de tome II. de ce journal pag. 143., 144., 145. peuvent 
ötre exprimes rationellement par les coefhciens de legation R=0, 
qui seront de la forme 4-+ Bi, ou A et B sont des nombres rationels. 
Donc la formule (224.) donne lexpression algebrique de toutes les raci- 
nes de l’equation R= 0, et par consequent les valeurs des fonctions 


3. 


Ayant trouve par ce qui precede la valeur de ( 


); on en tırera 


celle de la fonctıon 
() 
comme ıl suit. 


La valeur de donnera celle de en changeant 
mW ın ) 


seulement en —.. De la on tire la valeur de + 
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par la formule (10), savoir 


| 
mo __ 


mo 
donc on aura la valeur de la fonction 
Maintenant pour avoıir la valeur de ) ou 2 a une valeur 
determinde quelconque, il suflit de determiner 2 et £ de la maniere que 
n = 2ma— (4v-1)t, 
ce qui est toujours possible, en remarquant que les deux nombres 24 et 
4v-F-1 sont premiers entre eux; car alors on obtiendra: 


En posant p. ex. 2=1, on aura la valeur de a) 


| 38. 
Le cas, ou 4y+1 a la forme 1+ 2”, est le plus remarquable; car 
. . 
alors l’expression de a) ne contient que des racınes carrces. En 


effet on a dans ce cas 2y=2"", et par suite Ja formule (224.) fait voir 
qu’on peut deduire ®(e”0) de 6 et v en extrayant seulement des racines 
carrees. v est une fonction rationelle de # et Y{—1), ei est de- 
terminde par l’equation 0” —ı, d’ou Von tire par des racines carrdes; 
donc on trouve aussı v et la fonction 


= 


Connoissant de cette maniere at on aura de möme 
et de la, par la formule (226.) la valeur de A) — cc en 


extrayant des racınes carrees. 
39, 


Un autre cas, ou la valeur de Ju 


) peut &tre determinee par des 


racines carrees est celuı ou 72 est une pwissance de 2, comme nous l'a- 


Pr 
| 
| 
| 
wi 
=; 
a. 
- 
{ 
» 
| 
2 
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vons vu No.13. Donc on connoit les fonctions: 


In 
ou dans la derniere 1-+2” est un nombre premier. 
Soient maintenant 142”, 142”, plusieurs 
nombres premiers, on connoit les fonctions: 


et de la la fonction: 


te 


= 


ou m‘ est un rombre entier, qui, A cause des indeterminds m, m,, M,,... 
. m, peut avoir une valeur quelconque. On peut donc etablir le theo- 


reme suivant: „La valeur de la fonction peut exprimce par 


„des racines carr&es toutes les fois que 2 est un nombre de la forme 
„2” ou 142”, le dernier nombre &tant premier, ou m&me un produit 
„de plusieurs nombres de ces deux formes.” 


40. 
En appliquant ce qui precede A la lemniscate, on parviendra au 
theoreme &Enonce no. 


Soit larc AM (Fig.1.) = et la corde = x, on aura 


En effet, V’&quation polaire de la lemniscate est 
| = y(cos 20), 

0x.V (cos? 0) 

sin2 

ei 

once 


2,cos2M 
{+7 (sin 2072)? 


mais de = y(c0520) on tire cos2d9 = x, cos20— x, 1— cos’20 
=1—x= (sın26)’, done 


= 


0x 
| 
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et par suite 
0x 


vi—x*) 
et 
x Ole). 
Sı Ion suppose © ==1, on aura ANM=-. Donc la circon- 


ference JMBN =w. Supposons maintenant qu'il s’agit de diviser cette 


circonference en parties Egales, et soit larc AM = .„AMBN= — 


on aura 


4M = 


n 


Donc on aura la corde, et par suite le m”* point de division, sı lon 
. . m“ . . . 
connoit la fonction o(“*); or c’est cela qui a toujours lieu, lorsque r est 


decomposable en nombres premiers de la forme 2 et 142”, comme nous 
lavons vu dans le no. precedent. Donc dans ce cas on peut construire 
les points de division A laide de la regle et du compas seulement, ou ce 
quı revient au m&me, par lintersection de lignes droites et de cercles. 


IX. 


Usage des fonctions ®, f, F dans la transformation des 
fonctions elliptiques. 


41. 
M. Legendre a fait voir dans ses exercices de calc. int., comment 


Vintegrale qui, en faisant ssin® = x, se change en 


2sin® 


dx 
1-e2)]? peut ätre transformee en d’autres integrales de 
la m&me forme, avec un module different. Je suis parvenu a gendraliser 
cette theorie par le theoreme suivant: 


Sı lon designe par & la quantite ou au moins 


des deux nombres entiers et est premier avee +i, on 


aura: 


= 
1 
x 
> 
1% 
2 
. 
+, > 
vo 
i 
.. 
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f dy dx 
ou 


(g’a— x?) (pP 2a (g?na—x*) 


= Ong)), 
f «etant une ınddterminee, de sorte qu'il n’existe qu’une seule relation en- 
tre les quantıles c,, &,, €, €. 
Lies quantites et pourront &tre positives ou negatives. 
Par ce theoreme on peut trouver une infinite de transformations 
difiörentes entre elles et de celles de M. Legendre. 


42. 
Soient m et # deux nombres entiers, et faisons pour abreger: 


ou suppose que des deux nombres 77, x soit premier avec 2n +1. 
En desıgnant par 9 une quantite quelconque, il viendra, en 
vertu de 
229. @[P+(2r +Hı)a] = 9%. 
mettant na au lieu de 9, on obtiendra: 
Celä pose, considerons l’rexpression suivante 
231. 9.0) = 20) 
En meitant + au Iieu de 9, il viendra & cause de l’equation (229.): 
2332. = 
donc sı designe un nombre entier quelcongqne: 
233. 9,(ö+me) ®,(0). 
En vertu de T’equation 230. on peut &crire lVexpression de 
comme ıl suit: 
RR)+... 
+ 


cest-a-dıre. en vertu de la formule 


14. Abel, recherches sur les fonctions elliptiques. 171 


2.90./(va).F(va) 
ve) == 1+e:c?(p0)° (va)]?’ 
235. 0,0) 
2y0.fa.Fa 2p9.fna.Fna 
En faisant = x, 9,(6) devient une fonction rationelle dex. En 


la designant par Y(x), on aura: 
2/na.Fn« 


43. 


Maintenant soit e une quantit& quelconque, je dis qwon aura 


x I 
937. 1— (1-2) (1-- 
GıE 
En effet il est clair, que la fonction 


238. 


sera entiere et du degre 22-1; mais en faisant devien- 
dra =D,e, et par suite R se reduira A zero pour cette valeur de x. De 


m&me en faisant + ma), ou m est entier, on aura (e+me), 


c’est a dire, en vertu de (233., Ye=PD,s. Donc 1— 2= =0, et par 


z © 


consequent =D(e-+-ma) sera une racine de l’equation 0, quel que 
soit le nombre entier 2. Or generalement toutes les quantites 
239. De, Ole+2no) 
sont differentes entre elles.. En effet si l’on avoit 
Detma) = 
ıl en suivrait en vertu de (31.) 


e+ m’a = 


= ak”, 
|, 
De la, en substituant la valeur de « = mp) en, on tire 
(m’— (m+u) = (2n-+ı) (kJ), 
—p)(m—p) = (an+ 


d’ou 


et 
m'—w = (Ar +1). — = +) 


. 


| 
bir 
BEN 
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equation contradietoire, parceque nous avons supposde, que Yun des deux 
nombres n et @ soit premier avec 22-1, et m’—.u’ est toujours moindre 
que 22+1. Maintenant les 22 + 1 quantites (239.) etant differentes 
entre elles, elles sont precisement les 2241 racines de lequation R=0. 
Donc on a 


240. Rz 


ou #4 est un coeflicient constant, qu’on trouvera en altrıbuant & x une 


valeur particuliere; p. ex. en faısant =0, on aR=4A; or l&quation 
(238.) donne pour =0: R=1, done A=1, et par consequent l’equa- 
tion (237.) a 

En multipliant cette equation par Pe et faisant ensuite e=0, il 


vıendra: 


€ 
ou g est la valeur de H pour e=0. En faisant d=0, apres avoir 
divise par ®9, on trouve l’expression suivante de cette constante: 

242. ge = t.....+2fna.Fne. 

En faisant dans (230.) — (m’+1)%, on trouve 


= D[—(m+ı)a]l = — O(m'’+ 


Donc on peut Ecrire l’expression de %x comme il suit: 


oc? ac? oc? 
y?a g’ne 


44, 
Maintenant faisons dans l’expression de 


243. 


posant pour abreger 


244. 2 = 


on aura 


on Q 


1— == f1 1 
or, en faısant dans (?30.) 
—ta—m—na, 
_ 
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donc en vertu de la formule (voy. 17.): 


2 
ıl vıendra: 


(an—m‘)«) — (m’-+ 1) 2). 


2 
Cette &quation fait voir qu’on peut Ecrire lexpression de 1 — 
comme ıl suit: fı5 
[0] 
= 1—ca)fı 1— 
En mettant —x au lieu de +x, on aura semblablement 
246. 1 + 
Donc sı lon fait 
1 


ou k est indetermine, et 
t —fı  — 


on aura: 
2 


De la m&me maniere, en faisant 


Crelle’s Journal. I1I. Bd. ?. Hft. 


S 

< 

= 

249. 1—ey= (1—ceR).—; 

+.) „(Zi+ne) 

20. 

x 

23 

» 
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et 
231. = + 


on trouvera ces deux &quations: 

252. 1Feiy— 1teiy= 
Lies equations 249. et 252. donneront: 

/ 2.2 2 2 

et par consequent: 


\ 
Maıntenant l’expression de y donne dy = —.dx, ou P sera une fonc- 


tion entiere de x du degre done: 
dy P dx 


— se reduira a une quantıte constante. En 


Or je dis que la fonction 


effet on a 
2 


1—cy= (1—ex).—; 


Pdx 
en differentiant, et mettant pour dy sa valeur u, on aura 


P mm —(1—en) (2. —: 
On voit de Ja que P est divisible par {. De la m&me maniere on prou- 
vera que P est divisible par les trois fonctions £,, $, S,. Donc sı deux 
quelcongques des quatre fonctions /, /,, 5, n’ont point de facteur com- 


mun, P sera divisible par leur produit. Or c’est ce qu'on peut voir 


P 
— est une 


fonction entiere de &. Or P est du degre 4n; et chacune des fonctions 


aisement laide des expressions de ces fonctions. -— 


P 
&, 5, 5, est du degre 2. Done il est prouve, que est une quan- 
ı99z 


constante. En la designant par ıl viendra 


Pour determiner «@ il sufüt d’attribuer A x une valeur particuliere. En 


faisant p. ex. x=0, on aura 


=1; 
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Or en differentiant l’expression de Yx, et faisant ensuite x= 0, il vien- 


dra Yx=g, donc 
25 amä.p. 


On peut donner d’autres formes plus simples aux expressions de c,, e&,, 
g, @, et qui mettront en Evidence plusieurs proprietes remarquables de ces 


quantites. 
Par la formule 240. on voit que le coeflicient de x°"** dans la fonc- 


tion R est d’apres 237. le m&me coef- 
ficient sera 
8 
en remarquant que 2: 


(ya.ple..... pna)* 
En faisant dans (236.), (243.) <=}, apres avoir divise par x, on 
obtiendra deux valeurs de =, savoir 
s(—1)" 
pna)*? 


donc, en les Egalant: 
256. = 
et par consequent: 
257. (ed) = 
= +... 


Cette €quation exprime une propriete remarquable de la fonction ®. En 


y posant e= et on obtiendra 


= eo". + 272), 


ou Ton a fait pour abreger 


259. d = 


En remarquant que 


258. 


et 


= 


et faısant 


| 
/ 
| 
t: - 
257 
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260. 


on tire de ces @quations 


1 


er 


261. 


Multipliant et remarquant qu’on a (18.) 


_1_cmf 


on obtiendra 


d’ou 


n 


De m£&me en divisant on obtiendra: 


? = (— 1". —(ee)”. 2). 


Precöädemment nous avons trouve a=Äk.g, et = (—1)". (ec)”ö', done 
264. 0 = (— 1). 

Egalemeut nous avons trouve y (x), en vertu de (243.) 

(pa— x?) (p’2ae— (P’na— x?) 

) — n 

265. y=(—1) AT 

Done ces valeurs prece&dentes de e,, e,, @ et y donneront: 


266 ey 
et de la 
ey 
267. (1-+eiy? +0. (Aa er, 
45. 


Les formules (261.) donnent les valeurs des quantites e, et e,, ex- 
primees en e ete a laide de la fonction ®. Or on peut aussı les deter- 
miner a laide d’une €quation algebrique. En eflet on a 


= 


e 


donc ıl est clair que les valeurs de c, et e, pourront Ötre exprimees en 


et 
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fonctions rationelles et symetriques des quanlilds Da, D2a, 
Donc si 22+1 est un nombre premier, on peut, en vertu de ce quon 
a vu V., determiner c, et e, ä l’aide d’une &quation algebrique du 
(272 degre. On peut encore d&montrer que Ja m&me chose aura 
lieu dans le cas ou 22-1 est un nombre compose. Alors on peut m&me 
determiner c, et e, A l’aide d’une &quation d’un degr& moindre que 224 2. 

Donc on aura un certain nombre de transformations correspondan- 
tes pour chaque valeur de 22+1. 


46. 

On a suppose dans ce qui precede que e et c soient des quantitds 
reelles et positives; mais ayant exprime ec, et e, en e et c par des dqua- 
tions algebriques, il est clair que la formule (266.) aura lieu &egalement 
en donnant a e et c des valeurs reelles et imaginaires quelconques. Dans 
le cas otı e*, c* sont reelles, on peut m&me se servir des expressions (?61.), 
(263.). Mais alors et » ne seront pas toujours des quantites reelles- 
Au reste Tune des quantites c, et e,, ä cause de l'indeterminde f, peut &tre 
prise a volonte; seulement il faut excepter les valeurs zero et Vinfini. 


47. 
Sı Ion suppose ce et e reels et 22 41 premier, les valeurs de ec, et 
e, seront Imaginaires, excepte deux d’entre elles, dont Yune repond a 


et Fautre a 
2n+1 


A. Supposons d’abord 


Dans ce cas on aura (261.): 

Soit u.2m=(2n-+1)tta,, ou 2 est entier et positif, et moindre spe 
2n+1 


9 

& = ——, 

2n+1 

2 2r+1 2 2n—+1 2 —2n+1) 

? 
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Or les nombres @,, @%, @ .... @, seront les m&mes que les suivants 
1,2, 3, .... mais dans un ordre difierent; donc lexpression de 


— pourra &tre mise sous la forme 
Cr 


1 In—1 o 
De m&me lequation (263.) donnera 


Soit maintenant c=1, c,=1, on aura, en posant F (— =1: 


ou bien 


Sı suppose e moindre que lunite ou &gale a l’unite, e, sera tou- 
jours moindre que e, et lorsque 22-41 est un tres grand nombre, e, 
sera extremement petit. 
48. 
Le signe du second membre de l’equation 270. depend de la gran- 


deur de x. 
ll pourra &tre juge& aisement comme il suit. On a parce qui precede 


En supposant x reel, £* sera Ai fini et positif, de m&me que 
et ex’). Donc le signe du second de l’equa- 
tion est le m&me que celui de la quantite 


tt, 


tE,ss, 
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maiıntenant on a 


donc, en remarquant que «& est reel dans le cas que nous considerons, 
on voit que s.s, sera toujours une quantite positive; or Z.f, est reel, done 


la quantıte sera posıtıve egalement, et par conscquent ie sıgne, 


dont ıl s’agit, sera le m&me, que celui de la quantite n'est pas 
difficile de voir qu’en vertu de (248.) et en mettant pour x sa valeur 
2mw 
2n+ 


ac? 
7 2n+1'2 In+1' 2 
quantite qui est depuis 0 jusqu’ä nega- 
n 


tive depuis = 2) jusqu’a =); positive depuis 


On aura 


2) jusqu’a x etc. Sı x est plus srand que 
Tunite, aura toujours le m&me signe, savoir (— 1)". 


Donc, dans ce cas l’equation (270.) donnera, en integrant et com- 
mengant lintegrale 
ex 


Sı la valeur de & est moindre que lunitd, on aura 


A 
entre les lımites 


4m—1 4m +1 o 


Const. 


or af. 
x* 


entre les lımites et 


or P(Zite) = ete 

2 e fa 

+ 

| 

et 
276. 
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Sı p. ex. on suppose x renferm& entre les limites 


+7) 


on aura, en integrant et lintegrale par 


Sera = Seen 
En faısant er 5); on aura y=(—1)", et par suite: 


n 


Cette expression de @ est tres commode pour le calcul. En negligeant 
les quantıtes de lordre e’, on obtiendra 


779. = (2n+1). 


En substituant et negligeant toujours e? la formule (277.) donnera 
x dx 


d’ou 


I80. pr — ) 

Fi 
B. Dans le cas & = Ser, on trouvera de la m&me maniere la 


formule suivante 


ou 
e = 


formule pröcedente a lieu pour toutes les valeurs de x 


que Vunite. 
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49. 

Pour avoir une theorie complete de la transformation des fonctions 
elliptiques, il faudroit connoitre toutes les transformations possibles; or 
je suis parvenu ä demontrer, qu’on les obtient toutes en combinant celle 
de M. Liegendre avec celles, contenues dans la formule cı-dessus, m&äme 
en cherchant la relation la plus gencrale entre un nombre 
queleonque de fonctions elliptiques. 

Ce tiheoreme dont les consequences embrassent presque toute la th£o- 
rie des fonctions elliptiques, m’a conduit a un tres grand nombre de bel- 
les proprietes de ces fonctions, 


X. 

Sur l’integration de l’equation separce 


On peut toujours comme on sait presenter lıntegrale complete de 
cette equation sous une forme algebrique, lorsque la quantıte constante 
@ est un nombre rationel, quelle que soit dailleurs la valeur reelle 
ou imaginaire de w. Mais si @ n’est pas un nombre rationel, cela n’a 
pas leu. A cet egard je suis parvenu aux theoremes suivans: 

Theoreme I. En supposant reel, et l’Equation integrable alge- 
briquement, ıl faut n&cessairement que @ soit un nombre ratıonel. 

Theoreme I. En supposant @ imaginaire, et l’equation inte- 
grable algebriguement, il faut necessairement que a soit de la forme 
mty—l.yn, ou m et n sont des nombres rationels. Dans ce cas la 
quantite & n’est pas arbitraire; il fant quelle satisfasse A une dquatıon 
qui a une infinite de racines reelles et imaginaires. Chaqne valeur de 
satisfaıt a la question. 

La demonstration de ces theoremes fait partie d’une theorie tres 
etendue des fonctions elliptiques, dont je m’occupe actuellement, et quı 
paroitra aussitöt quwil me sera possible. Je me borne ıcı a considerer un 
cas particulier, qu’on peut tirer des formules du paragraphe prec£dent. 


Sı dans la formule (270.) on pose 
1 


e — 
e 
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t 
| 
| 
x 
- 
> 
I 
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et x7 a la place de x, ıl viendra 


0x 


est determine par l’equation (269) qui deviendra 


... 


et par: 


Donc on connoit une integrale particuliere de l!’&quation (282.) et par 


ou 


consequent on en pourra trouver lıintegrale complete. 
Dans le cas que nous considerons, la valeur de @ est Y(2r+1); 


ce qu’on demontrera aisement comme il smit: 
En mettant dans l’equation (252.) yY=zy—-ı, et integrant entre 


les lımites zero et a) ıl viendra 


[07] 


1 
en remarquant que les limites de z seront zero et —. 


En faisant de 


- 1 
meme z=zy—-.1, et integrant entre les lımıtes zero et —, on trou- 


vera que les limites de y seront zero et lunite et par consequent 


ı 
€ 


202 
Donc on a 
a [0] 
2 
et 
() 
tire 
285. a —=y(2n+1), 
286. 
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Donc l’equation differentielle deviendra: 
0x 
51. 
Pour donner un exemple, considerons le cas ou n=1 et n=2. 


A. Sın=l, on aura: 


1-+ 


257. 


ya v—l.e.x. 


e est determine par lequation: 


Maintenant on trouvera en combinant les deux @quations et remei- 
tant pour sa valeur 


== 


e 


done 


et par suite 


—eV3 
7” 
de la 
e—ıyJe=—=l 
et 
e=y3+2 


Ayant trouv@ e, on aura 
v3 
Donc on aura l’equation differentielle: 
24* 


> \ 
3 
o 
- 
. -L 
= = 
- 
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qui sera satisfaite par lintegrale algebrique: 
Sı Ton pose zy(2—y'3) au lieu de x, et yy@—yY3).y—ı au 


lieu de on obtiendra Y’equation: 


quı sera satısfaite par 


B. Sır=2, on aura l’equation difförentielle 


0x 


On a 
d 
291. 
20 10) 20 2 10) 2 
30 
En multipliant ces valeurs de Aer, et de entre elles, et remarquant 
que 
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185 
on obtiendra 


Celä pose, les equations (290., 291.) donneront 
v5 


donc, en substituant 


1_v5 
e3 1 1—eV5 
eVe —V5’ 
e 
t de lä 
1—eV5 


= 


Les racines de cette &quation sont 


e=1, VD) 
La derniere de ces racines 


repond a la question, car l’equation 


fait voir que e doit &tre plus grand que lVunite. Connoissant €, on trouve 
la valeur des quantites et comme il suit: 


Nous avons 


or en faisant = 


= 


en 

1— 

5 4) 

ou l’on a fait pour abreger 5 

() 

p «) 

1: 


150 14. Abel, recherches sur les fonctions elliptiques. 
done: „2 2 /22 3 
= 
1 + e (u + 2? — e(@+P?) + 
e— 1— —= +); 
or nous avons trouve plus haut “en, donc: 
e— 1—e(e—ı)yJ = e(e+ 1)! 
Done on connoit a’.ß? et «+? et par suite @° et P? par la resolution 


d’une equation du second degre. On a donc aussi la valeur de y, qui 
satisfait a l’equation: 


292. 
Sı Fon pose 7 au lieu de x, et zu au lieu de y, on obtiendra 
l’equatıon 
ex 


293. 


32, 

Dans les deux cas que nous venons de considerer, ıl n’etoit pas dif- 
ticıle de trouver la valeur de la quantite e, mais la valeur de z etant 
plus grande, on parviendra a des equations algebriques, qui peut ötre ne 
seront pas resolubles algebriquement. 

Neanmoins on peut dans tous les cas exprimer la valeur de e par 
des series, et comme leur forme est tres remarquable, je vaıs les rap- 


porter 1c1: 
En faısant dans la formule (206.) du VII” $. «=1, on aura, en 


1 
remarquant que c=1, = —, 


En faısant de m&me dans la formule (204): «= z7, on aura 


ew = 
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e 


e 


c’est-a-dıre 


ou on 


Maintenant dans le cas que nous considerons, on a 


—=y(@n+)), 
et par consequent 
A 


Cette formule donne la valeur de 


0x 
P =/, 


Ensuite on aura la valeur de e par la formule qui, en substituant pour 


on = 
o sa valeur he’? — donne 
ı 1 
293. e=— 35 


h est le nombre ?2,7182818.... 


Addition au m&moıre precedent. 


Ayant termine le me&moire precedent sur les fonctions elliptiques, 
une note sur les m&ämes fonctions par Mr. C. G. T. Jacobi, inserce 
dans le No. 123. annde 1827. du recueil de Mr. Schumacher, quı a 
pour titre „Astronomische Nachrichten,’ m’est venu sous les yeux. Mr. 
Jacobi donne le theoreme suivant: 

Soit » un nombre impair et 9 un angle tel quon ait, en desıgnant 


Vintegrale Fr: prise de O jusqu’a 9, par I’(k, 9): 


F(k,0) — 909); 


B 

1 = 

2 

_ +1 1 
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et en general 9”’ un angle tel, qu’on ait 
F(k, 0”) — 90°): 


soıt determine encore langle par Pequation 


tang2 (0 — 0) (0° +0)  tangz +9) 
ti +6) tangz tang 1 (45° + + 30), 


F(k,6) = 
Il faut admettre le signe superieur sı p est de la forme 4 +1, et 
le siıgne inferieur, sı est de la forme 42—ı. % doit pris entre 


on aura! 


1 
"met tombe entre 0°”) et 0'”#), Les constantes et A se 
deierminent de differentes manieres. On ap. ex. 
1 


—= 2kulsıind— sin Ö"+....F sin 

Ce theoreme elegant, queM. Jacobi donne sans demonstration est 
contenu comme cas particulier dans la formule (227.) du memoire pre- 
cödent, et au fond ıl est le m&me que celui de la formule (270.) 

Nous allons demontrer cela. 

En faısant dans lıintegrale 


=/; 


== sind, 
on aura 
=/7 1—k? sin? 0)]? 
sin*0)] 
maıs 
== 
done: 


—= F(k,6) donne sınd = 0a. 
Sı P=W), ona x=1ı, donc 
— F(k, 90°). 
Donc en faısant # = 6"), on aura 


Cela pose, faısons dans (269. et I70.): 


x = (— 1)". sın®, yz= siny, 
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ıl vien’ra: 


Fr 1— sin? 0) =+ 


ou les quantitcs u, A, sont determinds par les Öquations 
sind. sin®”..... sin 
sin 
v4 sin20 sin20\ | 1x2 sin? sin®0!. sin? 
Nous supposons # moindre que Yunite, car dans cas contraire sera 


= 


une quantite imagınaire. 
Celaä pose, considerons les &quations 249. En remarquant que 
e=tc=], on en tıre 


ou 
cest-a-dıre en faisant & —= et n= 


Maintenant on a 
x = (—1)".sın®, et ® 2) == 
done en substituant: 
sin 2) -V sind’ — sind sind” + sind singe 1)" sind 
sin w/ sind/ " sind + sind" sind" — sind" sin — (— 1)" sind? 
et de la 
tang (45° — 
tanz} 9) tang — N" 0 
tana 3 (I tanz (OT — tang (HR) — 1)” 
C'est precisöment la formule de Mr. Jacobi. 


tang [45°— (— 1)" 0]. 


Dans la formule (1.), on pent tovjours supposer le second membre 


positif. En effect. en dıfferentiant, on aurva 
via — sin 
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— [7 

I+x 

| 
= 

& 
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En supposant 9 toujours croissant, le second membre sera toujours po- 
ıtıf. Done en determinant la valeur ı de sorte quelle soit croissante 
et deeroissante en meme tems avec 9, on doit prendre le signe supe- 
rieur. On a done 


oV 


F(k,6) = 
De la remargque que doit croissant et decroissant en möme tems 
avec et en ayant &gard a la formule, on tirera aisement la consequence 


ou bıen 


que doit tomber entre et mi 1, si # tombe entre er 


(Juant aux quantitds A et x, ıl est evident qu’elles ont necessaire- 
ment les m&ämes valeurs que celles de Mr. Jacobı. Mais les expres- 
sions que jaı donndes seront plus commodes pour lapplication, et font 
voir clairement que A est extremement petit, sı 4 est un pen grand. 
Au reste on peut sans dificulte demontrer leur ıdentite a Yaıde de la 
formule 257. 
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15. 
Note sur la decomposition d’un nombre donne en 
qualre 


(Par Mr. C. G. J. Jacobi, prof. en phil. a Königsberg. ) 


oit n un nombre ımpair quelconque, on sait que peut decom- 
pose en quatre yuarres impaırs. 

S’ıl s’agit de tous les quatre nombres possibles a, b, c, d, tels que 
= 4n, une decomposition en quaire quarres 
dif’&rents entre eux, donnera 24== 1.2.3.4 manicres de determiner «, 
b,e,d. Sı deux de ces quarres sont egaux, ce nombre se reduit ä 


1.2.3.8 . 

IN = ——. Sı encore les deux autres sont egaux, le nombre sera 

1.2.5.4 1.2.3.4 . 

et ılsera = 7, sı troıs des quatre quarre 
1.2.1.2 1.2.3 ° 


egauxz enfin ıl sera 1, sı les quarres sont &gaux tous les quatre. 

Cela pose, je tiıre de la theorie des fonctions elliptiques le 
thcoreme suivant: 

Soit 2 un nombre ımpair quelconque, sı l’on peut trouver de m 
manieres quatre nombres impairs a,b, c, d tels me +d=4n, 
en ayant attention de compter une m&me solution autant de fois que les 
quatre quarres peuvent £tre permutes entre eux, 772 sera egal a la somme 
des facteurs du nombre 2. Donc sı, par exemple, 2 est un nombre pre- 
mier, on auva 

Soit par exemple 2=15, oo a 4.D=-W=-!+1+- +7’ = 
”+5°4+1-+3?° Puisque deux quarres dans ces deux solutions sont egaux 
entre euu,ona 

Ce theoröme remarquable paroit Ötre assez difieile aA demontrer 
par les methodes connues de la theorie des nombres. La d&@monstration 
fournie par la theorie des fonctions elliptiques est entierement analytıque. 

1828. 24. Avril. 


Ari 
r 
77. 
. 
fi 
) 
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Note sur les fonctions elliptiques. 
(Par Mr. C. G. J. Jacobi, prof. en phil. a Königsberg. *)) 


(Extrait d’une letire de l'auteur au redacteur de ce journal sous le date de 2. Avril 1828.) 


Je commence par rappeler ma notation dans la m&moire. Soit 


op 


designe l’amplitudo @ par O=amu. Puis je suppose 


ou etant le complement de A. 


Celäa pose sı Von fait e*=g, je trouve entre autres 
25 
—g®sin3c-+ g * sindx sin 


sınam 


24% cos 40 — 24? cos + — cet. 


Voılä encore d’autres formules: 
I 9 25 49 
5 1— 2geos2a + 2g*cos — 2g°cosbar + — cet. 
1+2gc0s2r +29* cos4c + 2q?cos + cet. 
vn + 2q* cos 4e —2g?cosba + cet.? 


ww 


sin — — 9? sin — — sin — sin —— — ce 
ac 2 
A, ol 


= 
6085 — 46085 — 60575 cos cos cet. 


*) Jai lu dans le bulletin des sciences de Mr. le Baron de Ferussae, anne 1828. cah. 3 
page 162., qau’on attribue ä trois Messieurs Jacobi, les articles inseres sous ce nom dans le pre- } 
sent joursoal,. I n’y en a que deux. Ce sont Mr. M. H. Jacobi ä Potsdam, et Mr. J. G. Ja- 
cobi, doeteur et professeur en philosophie ä l’universit& de Königsberg dans la Prusse occi- 
dentale (il faut distinguer cette ville de celie du meme nom dans le departement de Francfort sur 
IOder, qui n’a pas d’universite). Le premier de ces deux geomtires est l’auteur du memoire 
No. 25. tome II. de ce journal, page 276. Tous les autres memoires et notes dans ce journal 
qui portent le nom de Jacobi, ont pour auteur Monsieur le docteur et professeur J. G. Jacobi 
a Köniesberg, qui est en meme tems l’auteur des beaux travaux sur les fonctions el!iptiques, inse- 
res dans le journal de Mr. Schumacher et mentionnes si honorablement par Mr. Legendre. 


Je devoit cette notice au public et ä Mr. Jacobi. 
Note du redacteur. 


| 16. 
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4,es exposans des coefliciens des trois premieres formules sont les nom- 
bres quarrds, ceux de la derniere formule les nombres trigonaux. Donc 
les series convergent si rapidement, que leur calcul est tres aıse. 


K'r 


De y=e * on tire les series suivantes pour & et Ä: 
21 4 16 25 
+29 +27’ + 29° 429° + cet. 
ı 9 25 49 
Je passe sous silence d’autres formules. Dans l’&tat actuel des choses on 
peut dire qu’une serie soit sommd6e, si elle a &t& reduite aux fonctions 


elliptiques. 


L’analyse se trouve extremement enrichie par la. Euler, par 
exemple, remarque dans son introd., chapitre de partitione numerorum 
que le produit (1—9)(1 — 4°) (1—g°)(1— 9°)... est egal a 

ou les exposans sont les nombres pentagonaux, resultat quil a demontre 
dans les acta petrop., qui m’a toujours paru tres remarquable et qui etoit 
un fait ısol& dans l'analyse. Cette serie peut Ötre sommce par les fonc- 


d 
— Kr 


tions elliptiques. Sıyg=e X, je trouve 
24 
3 K 
o 
Il existe encore nombre de resultats semblables. 


D’icı on peut jeter un beau coup d’oeil sur la theorie de la trans- 
formation. Je ferois voir dans un m&moire plus etendu, non encore fini 
a mon grand regret, qu’un module donne peut toujours Ötre translorme 
en 2-1 autres, au moyen d’une substitution qui se rapperte au nombre 
n, ce nombre etant premier (voyez ma premicre leitre a Mr. Schu- 
macher, no. 123. de son journal d’astronomie). Je trouve ces 2 +1 
modules et les expressions qui s’y rapportent, en mettant 


Deux seulement de ces modules sont rdels. Ils sont 


n On 49n 1 49 


3 
% 
| 
= 
= 
. 
= 
- 
| 
- 
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- otı A est le module transforme. Sı n n’est pas premier, il yena en- 
core plusieurs. 

rcsultai suivant entre autres me semble remarquable. II existe 

loujours une &quatıon differentielle du troisicme ordre entre deux modu- 

les ei A, tels qwils peuvent &tre transformes Tun dans lautre. Voici 


cette equalion: 


ck k—k? 77 5 


ou ck est constant. On voıt que cette equation differentielle admet un 


nombre ıinfinı de solutions algebriques, savoir toutes les &equations algc- 
briques entre Jes modules quı se rapportent aux transformations de di- 
vers ordres. Mais ce ne sont que de solutions particulieres. Ce sont les 


transcendantes elliptiques, qui offrent la solution generale. Sı Yon suppos« 


r 


‚ comme ci dessus, on a 


ou m’, p, sont des constantes arbitraires. ÜCes equations a modu- 


ou 


les qui d’apres ce qm a ct& dit plus haut, s’clövent au degre a +1, 
etani un nombre premier, ont trois proprietes essentielles. Ils restent in- 
vuariables 

I) sı lon change et A, 

2) en posant et A au heu de 


1 1 
3) en meltant —- et — au lieu de 4 et A. | 


ı 


ll est d’ailleurs remarquable, qu’elles prennent la forme la plus sımple 
4 
pour la racıne quatrieme des modules. Sı par exempleon met Yı =u, 


VA =v, on trouve 
= 0, pur n=3, 
Done il faut que ces eqnations satisfassent a V’equation diffErentielle rap- 


portce cıi-dessus. 


Jajoute encore une remarque. 
Mr. Abel a propos& tome ll. page ?S6. de ce journal le tlicoreme 


suivant: 


16. JS. Jacobi, nvte sur les fonctions elliptigues. 


„Sı l’eguation differentielle separce 


„ei, ß, Y 0, sont reelles, est algebriquement intdgrable, il faut ne- 
„cessairement, que la quartite @ soit un nombre raiionel.” 


On voit sans peine que ce theoreme est semblable a celui de la 
trigonometrie analytıque, savoır que doit un nombre rationel, 51 
lon veut que sin2x puisse &tre exprime algebriquement par sinx. Mais 
il faut &tendre ce theoreme beaucoup plus pour les fonctions elliptiques. 
Il exıste un nombre infini d’@chelles de modules pour lesquelles peut 
aussı avoir la forme @+byY—1ı. Ce sont tous ceux, oü le module par 
la transformation se change dans son compl&ment. Un de ces modules 
p. ex. est 4=y%. Cette nouvelle methode de la multiplication est en- 
core remarquable, parcequeile a lieu dans les cas, ou la transformation 
rentre dans la multiplication, c’est-äA-dire oü le module transforme de- 


vıient egal a celui d’ou l’on est partı. Par exemple pyur =), t=y35; 


8 
„=y7z, on trouve que l’equation 


+ — = 0 
ala racıne v=(1+y—ı)u', dou lon tire de sorte quion 
a ıcı AM”==Ä4°. Tout cela decoule immediatement des principes etablis 
par Mr. Abel. 
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17. 
(seometrische Sätze. 
(Von Herrn Th. Clausen zu Altona. ) 


„Ans einem beliebigen Puncte (Fig. der Peripherie eines Kreises, 
der mit dem um ein Dreieck beschriebenen concentrisch ist, fälle man 
auf die 3 Seiten des Dreiecks die Senkrechten EA, EB, ED; das Ver- 


hältnifs der Dreiecke @5c und ABD zu finden.” 


Es bedeute a, @’ etc. die Länge der Bögen zwischen einem belte- 
bıgen Anfaugspuncte und den mit den resp. Buchstaben bezeichneten 
Puncten. Der Halbmesser des um das Dreieck beschriebenen Kreises 
= 1; der Halbmesser des Kreises, worin der Punct liegt, sei 
Die aus dem Mittelpuncte des Kreises auf die Seiten des Dreiecks ge- 


füllten Senkrechten schneiden den äufsern Kreis in den Puncten «‘, b/, ec‘, 


so ıst: 


a= + c'; 


b-te, 
e= 


Der Inhalt des Dreiecks abe seı =/, so ıst 
I !sin(«—ec) + sin(b—a) + sin(c—b)}, 
I = + sin2 (b’ — ec‘) + sin2 (ce — 

Man sieht noch leicht, dafs: 

EA = cos(b—a’) — k.cos(d—.«); 

EB = cos(ce —b') — k.cos(d—b'); 

EC = cos(@a — c') — k.cos(d— ec); 
und dafs also der doppelte Inhalt des Dreiecks BD = 21, oder die Summe 
der doppelten inhalte der Dreiecke JEB, BED, DEA 


k.cos(d— a)! — a')—k. cos sin (b’— a‘) 

+ a’) — E.cos(d— (a’— 5’) —k.cos(d— sin 


[cos (b’— c')—k.cos(d— a’); sin c'), 
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21 = cos(b'— cos(c—.«‘) sin (b’— 
+ cos(e’—.a’) cos (a’— b‘) sın (e—b‘) 
+ cos (a'— cos (b’— c') sın (@a’— €‘) 
sin (d)’— [cos(d —a’) cos a’) + cos(d— 5b’) cos (b’— 
—4 sin 5’) [cos (d — b’) cos(a’— b’) + cos(d— 
+ sin (a’— ce’) [cos (d— eos (b’— c’) + cos(d— a’) cos(a’— b‘)] 
cos(d— a’) cos(d— 5‘) sın (b’—.«‘) 
+ cos(4—b') cos(d— c’) sın 
+ cos(d— ce’) cos(d—.a’) sin (a’— c’) 
und nach einer leichten Reduction: 
sin(e’—a’) + cos(a’—b’) sin(@’—b’) + 
— kfcos (d—a‘) sin(b’—c’)+ cos(d—b‘) sin (e’—a’) + cos (d—c‘) 
cos(d —a’) cos(d — b‘) sın (b’— a‘) 
+ + cos(d—b‘) cos(d— ce’) sin . 
cos(d— cos(d— sin (a’— 
Es ıst aber allgemein: 
ceos4 sin(C—B) + cosBsin(4—C)+ cosC sin(B— 4) = 0, 
cos(4+-B) sin (A—B) + cos(B+C)sin(B—C) + cos(C +4) sin (C—A) = 0, 
cos(4—B) sin (dJ—B) + cos (B—C) sin (B—0C) + cos (C— A) sin (C—A) 


(sin2(4—B) + sin2(B— + sin2(C—4)}; 
folglıch 


cos 4 cosB sin(A—B)-+ cosB cosC sin (B— 0) + cosC cos A sin — A) 
—= #{sin2(4—B) + sin2(B—C) + sin2(C— 
Dadurch verwandelt sich der Ausdruck von Z in 


oder 


3(1—4°)1. 


2. 
„In einem Dreiecke ABC (Fig. 3.) sei AF=Kk.4D, BD 
CE = 1:.CA: den Inhalt der verschiedenen durch die Durchschnitte der 


Linien ZD, BE, CF entstandenen Dreiecke zu finden.” 
Seien die Winkel 


(AB= a, 
ABC=b, 
ECA = c, 
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und der Durchmesser des umschriebenen Kreises —=1, so ist: 


AB = sıinc; AF = k.sinc; 
BC = sına;s BD= k.sıne; 
CA = sındb; CE = k.sındb; 


BD sın BC ksına sinb 
DAB — 
ns B AB— BD cos ABC sinc—ksinacosb?’ 
AC sin BAC sina sinb 
AF— ACcosBAC ” ksinc—cosasinb" 


tang AFC = 


Es ıst aber 
AF sin AFI 


(DAB-+ 4AFC)’ 
= AF.AlsinDAB = 
tang DAB tang AFC 
tang DAB + tang AFC 
k3 sin a? sin b? sinc? 
sinasindbsin c— (sin a cos asinb*+ sin a? sinb cosb)k + sinasin b sinc.k* 


Da aber 180—a—b, so ist sine cosa sind, und also 


2AAFI = sind sine = 2. rm AABC, 
oder 


Da dieser Werth in Beziehung auf die drei Seiten symmetrisch ist; so 
sınd die beiden Dreiecke J/JEC und GDB dem Dreiecke AFT gleich. 


Es ıst ferner AAFC=KkAABC, also 
2k3 
(2) AEHI = CDGH = BGIF = (t— 75) NABC 


k— k?—k3 
= — 


(3) AGHI = (1-3. 
fi1—4r+4k? 
— ( )AABc. 


Wenn so ist der Inhalt des Dreiecks GY/ 7 = 0, oder die 
Linien AD, BE, CF schneiden sich in diesem Falle ın einem Puncte; 


welches auch sonst bekannt ist. 
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18. 
Bemerkung über ein Polyeder. 


(Von einem Ungenannten. ) 


Es seien sieben Puncte - - ım Raume gegeben, von welchen 

dreimal vier in einer Ebene liegen (wie dies bei jeden sieben Eckpunc- 

ten eines sechsseitigen und achteckigen Körpers der Fall ist), und zwar 

liegen pP, und ın einer Ebene. Nimmt man diese 

Ebenen zu Coordinaten-Ebenen, bezeichnet dem gemäfs die Coordinaten 
von ?, durch 0, 0, 0, von ?; durch 0, ß/, «‘, 


09,0, % 0, a”, 
ß, 0, Pı 


und legt durch diese sieben Puncte eine Fläche der zweiten Ordnung, de- 
ren Gleichung, da sie durch den Anfangspunct der Coordinaten geht, 
allgemein 
1) 
ist; so hat man zur Bestimmung der Coetlicienten folgende Gleichungen: 
= 0, Ca” + BP” + Faß‘ Tu — 0, 
AY+ GY — 0, Ay'"+ Gy''+ HR" — 0, 


woraus 


Aly— y!! 7 


Die wird daher 


Legt man nun ferner durch die Puncte 9,7, ferner ferner 


Ps Ebenen, so findet man, dafs ihre Gleichungen 
26 * 
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a’ 
_ Au 
a— a— a! 


sind. Die Coordinaten des Durchschnittspuncts >, dieser drei Ebenen 
befriedigen aber diese Gleichungen zu gleicher Zeit, und reduciren also, 
wie man sieht, die Coefficienten von 4z, By und C’x in der Gleichung 
(2.) auf Null. Es geht demnach die Fläche (?2.) durch dieser Durch- 


schnittspunct p,, welches folgenden Lehrsatz giebt: 

Alle Flächen der zweiten Ordnung, welche durch siıe- 
ben Eckpuncte eines von sechs Ebenen begrenzten acht- 
eckigen Körpers (Hexaödre-octogone) gehen, gehen auch durch 
den achten Eckpunct dieses Körpers. 


Hieraus fliefst, als ein besonderer Fall, der nachfolgende Satz: 


Wenn man auf einer Kugelfläche, oder in einer Ebene, 
drei Kreise 4,,4,,k, beschreibt, die sich in einem und dem- 
selben Puncte p,, und aufserdem zu zweien, nämlich #, und 
k,ın 2%, A, und A, in >, und Ak, und 4, in p,, schneiden; wenn 
man ferner auf einer jeden dieser Kreislinien einen Punct, 
auf 4,79, auf A, 9», und auf A, p beliebig annımmt; so 
schneiden sich die drei, respective durch die Puncte »,, 
und 2,5 Ps, ?s und p;; und p,, % und p, gehende Kreise in eı- 
nem und demselben Puncte p:- 
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19. 
Bemerkungen zu der zweiten Aufgabe *) in der 
Abhandlung No. 17. in diesem Hefte. 


(Von Herrn J. Steiner zu Berlin, ) 


1) Diese Aufgabe gehört zu einer Abtheilung von Elementar- Aufgaben, 
die die Pestalozzische Schule wegen mancherlei pädagogischer Vorzüge 
sehr in Betracht zog, und die der Director der Gewerbschule zu Berlin, 
Herr Kloeden, besonders sehr ausgebildet hat, und bei seinem Uhnter- 
richt mit dem besten Erfolg ausübt. Nach dieser Elementarübung wird 
die obige Aufgabe ohne Hülfe trigonometrischer Functionen gelöset; auch 
kann sie allgemeiner gestellt werden, so dafs die obige nur als ein ein- 
zelner Fall erscheint, nämlich wie folgt: 

2) „Es seien die Seiten des gegebenen Dreiecks {BC (Fig. 4.) auf irgend 
eine Weise getheilt, z.B. so, dafs Af=«.4db; BD=ß.BC; CE=y.(A. 
Man soll den Flächeninhalt eines jeden der sieben Stücke angeben, ın 
welche das Dreieck durch die drei Geraden AD, BE, CF getheilt wird.” 

Wenn die Gerade EG mit AB narallel, so ıst CE: CA= EG: AF, 


und daher 


EG =y.AF=y. 


und da aus denselben Gründen EG:BF=ENH: Pe. so ıst eben so 
EH = y — 
und daher 
folglich 
EH __ 


EB 1—a+tay’ 
und da die Dreiecke ce und CEB sich wie ihre Grundlinien £H, EB ver- 


halten, so ıst 


@y 
CEB. 


Wird nun der Inhalt des gegebenen Dreiecks durch A dargestellt, 
so ıst CEB=Yy.A, und daher: 


*) In Hinsicht der ersten Aufgabe kann verglichen werden Ed. II. S. 265. d. Journ. 


2 

t, 
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1. c = 


— 1 
und vermöge der Analogie hat man eben so: 
v 
_ 
3 
Da z.B. das Viereck d=AFC—c—.a, so hat man ferner (weil 
AFC=«.8): 
Pa 
desgleichen 


Endlich ist das Dreieck g = A— AFC—BDA—CEB-+e 


Schneiden die drei Geraden #D, BE, C/ einander in einem Puncte, 
so ist g= 0, und für diesen Fall hat man also die Bedingungsgleichung 


oder auch 
9. 


3) Der angeführte Satz entspringt aus dem vorstehenden, wenn 
man @=pß=Y setzt. Für diesen besonderen Fall hat man: 


3 
g= (1-32 —).A (7) 


4‘ Neulich wurden im XVII. Bande der Annales de mathematı- 
yues des Ilerrn Gergonne einige Aufgaben untersucht, welche den vor- 


_ 
daher 
1—4e-+40? 
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stehenden ähnlich sind, sich eben so leicht lösen lassen, und aus denen 
ich die vorzüglichsten Resultate hierher setzen will. 
Wenn man nemlich im Innern eines Dreiecks mit dessen Seiten 


drei Geraden parallel zieht *), so dafs die Fläche desselben in 7 Stücke ge- 
theilt wird, nemlich in ein dem gegebenen ähnliches und ähnlich lıe- 
gendes Dreieck A, in drei Parallelogramme «a, b, c und in drei, die- 
Valles folgende Gleichungen: 
1. = 
e = Val; 
= 
2cy=ab-+2y(2abcA), 
3. +9) vtzabe), 
Setzt man A=0, d.h., nimmt man an, die drei Geraden schneı- 
den einander ın einem Puncte, so hat man z.B. 
6. 
7. abe = Saßy. 
mit deren Seitenflächen vier Ebenen parallel legt, so dafs die Pyramide 
in 14 Theile getheilt wird, nemlich 1) in eine der gegebenen ähnliche 
und ähnlich liegende Pyramide p; 2) in vier Parallelepipeden «, b, ce, d; 
3) in vier den letzteren respective gegenüberliegende, mit ihren Grund- 
lich 4) ın sechs abgestumpfte Parallelepipeden, welche rücksichtlich ihrer 
Laage zwischen den Parallelepipeden (2.) durch [ed], [ec], [ed], [de], 
[dd], [ed] bezeichnet werden sollen; so hat man: 
3 3 ° 3 3 3 
= 


sen respective gegenüberliegende Paralleltrapeze &, 2, Y, so findet Herr 
Zus =be-+2y(2abcA), 
2au—be = 2ıß—ac =2cy—alb. (?.) 
Wenn man ähnlicher Weise im Innern einer dreiseitigen Pyramıde 
flächen parallel abgestumpfte dreiseitige Pyramiden «, ß, y, d; und end- 
für b, ce, d analog. 


*) Zöge man drei Geraden, statt parallel mit den Seiten, so, dafs sie die Seiten in irgend ge- 
gebenen Verhältnissen schnitten, so würde dieser Fall den gegenwärtigen und den obigen (2.) als 
besondere Fälle in sich enthalten, und nach Art des letzteren leicht gelöset werden können. 
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2. für [ac], [ed], ...-- analog. 

für ß, y, analog. Danach findet man «, 0. 

iv. = cd(a+b) bed p), 


für fael, analog. 


v. 36ly pte) 


y (3600? 
3 8 3 a 3 3 
= 
VII = = ad[bej+beled]. 

Setzt man >=0, d.h., nimmt man an, die vier genannten Ebe- 
nen schneiden einander in einem Punct, wodurch sich «&, ß, y, 8 in Py- 
ramıden verwandeln, die der gegebenen ähnlich sind, so hat man z. B. 

IX. [ab] = 3(vy+YO)yY(yd), für die übrigen analog. 
X. abed = 129%aßy). 
IX. = bed; = acd; etc. 
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I. 
Anmerkungen zu dem Aufsatze No. 18. 
(Von Herrn J. Steiner zu Berlin. ) 


Aus dem hier bewiesenen Satze schliefst man folgenden analogen Satz, 
nämlich: 

„Dals jede Fläche zweiter Ordnung, welche sieben Sei- 
tenflächen eines von acht Ebenen begrenzten sechseckigen 
Körpers berührt, auch zugleich die achte Seitenfläche be- 
rühre.” 

Denn nach einer gewissen Regel, welche die französischen Geometer 
„theorie des polaires reciprogues” nennen (von der ich an einem ande- 
ren Orte handeln werde), und nach welcher die Dualität solcher Sätze 
erschlossen wird, folgt auch dieser Satz unmittelbar aus jenem. Der 
gegenwärtige kann aber auch aufserdem, wie folgt, aus jenem herge- 
leitet werden. 

In jeder Ecke des genannten Körpers stofsen vier Seitenflächen zu- 
sammen. Die in irgend einer Ecke zusammenstofsenden Seitenflächen 
sollen der Ordnung nach durch 4, 4, A4,, A, und die ihnen gegen- 
überliegenden Seitenflächen durch bezeichnet werden. 
Die Ecken des Körpers lassen sich dadurch, mit Rücksicht auf die Seı- 
tenflächen, die darın zusammenstofsen, durch E(1234), E(1278), EQR558), 
E (3465), E(4176), £(5678) bezeichnen. Endlich sollen die Puncte, in 
welchen irgend eine Fläche F zweiter Ordnung, z.B. die sieben Seiten- 
flächen A, Az, Ay, As, As, Ar, berührt, Pas Pa» Ps> Pos Pr 
heıfsen. 

Man weils: „dafs die Berührungspuncte aller Ebenen, welche durch 
einen und denselben Punct gehen und eine Fläche zweiter Ordnung be- 
rühren, auf die Peripherie eines Kegelschnitts beschränkt sind, und dafs 
umgekehrt: alle Ebenen, deren Berührungspuncte mit einer Fläche zwei- 
ter Ordnung auf einen Kegelschnitt beschränkt sind, einander in einem 
und demselben Puncte schneiden.” 

Daher folgt also, dafs vermöge der Ecken E (1234), E (3465), E (4176), 


sowohl die vier Puncte p,, als Pas Pos Ps; als pas Pı> Pr» Po 
Crelle’s Journal. 111. Bd. 2. Hft. 7 
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in einer Ebene (in einem ebenen Schnitt der Fläche F) liegen; und da- 
her giebt es, nach dem oben erwähnten Satze, noch einen bestimmten 
achten Punct p,, welcher ebenfalls in der Fläche F liegt, und. zwar so, 
dafs er sowohl. mit den drei Puncten p,, als Ps> als 
Ps, P; in einem ebenen Schnitt der Fläche liegt. Aus dem Letzteren 
folgt ferner, nach dem vorstehenden Hülfssatz, dafs die in p, an die 
Fläche / gelegte Berührungsebene sowohl durch den Durchschnittspunct 
der drei Ebenen 4, A,, 4; als 4,, A,, 4,; als 4;, A, A, gehen muls, 
d.h., dafs sie durch die Ecken E (1278), E(2358), E/5678) gehen mulfs, 
folglich fällt sie mit der Seitenfläche 4, zusammen, und folglich wird 
auch diese Seitenfläche 4, von der Fläche F berührt, w. z. b. w. 

Ich erwähne beı dieser Gelegenheit noch folgender zwei interes- 
santen Sätze, welche Herr Bobıllier im XVII. Bande der Annales des 
lierrn Gergonne, durch eine sehr einfache und geschickt geführte Rech- 
nung bewiesen hat, 

l. „Die Mittelpuncte aller Flächen zweiter Ordnung, 
welche sieben gegebene Ebenen berühren, liegen in eıner 
bestimmten Ebene.” 

I. „Die Mittelpuncte aller Flächen zweiter Ordnung, 
welche acht gegebene Ebenen berühren, liegen ın einer be- 
stimmten Geraden.” 

In einer späteren Abhandlung desselben Verfassers (Bd. XVIIL S. 
253.) Hliefsen diese Sätze als sehr specielle Fälle aus allgemeineren Sätzen 
über alzebraische Flächen aller Ordnungen. Den Untersuchungen des 
Herrn Bobillier geht ein Memoire von Herrn Gergonne, betitelt: 
Recherches sur guelgues lois generales gui regissent les lignes et surfa- 
ces algebrigues de tous les ordres” voran (Bd. XVII. S. 214. und 229.). 
Diese Arbeiten sind ıhrer Allgemeinheit und Einfachheit wegen ın Be- 
ziehung auf geschickte analytische Behandlung geometrischer Gegen- 
stände von grofsem Interesse, und verdienen deshalb besondere Berück- 


sıchtigung. 


22. 


Aufgaben und Lehrsätze. 


21. 


und Lehrsätze, 


erstere aufzu 


(Von 


lösen, 


Herrn J. Steiner zu Berlin.) 


11. Setzt man zur Abkürzung 

so hat man für die Summe gleich hoher Potenzen der natürlichen Zah- 

ien folgende Ausdrücke *), nämlich: 


1 
= 1? 12 
2? 
3* 12. 32 
(n—1)?(n—1)? 
1 
1? 2 an-4lı 2 
+ 1 n+3) +...+(1?) 
1: 22 


( n— 2): (n—2)(n— 


il. 
2 
3 


letztere zu beweisen. 


+ 


| 


\n_ 


{ Q92ın 


1 


| 


2 
>> 


anlı 2 1: 
12 92 
12 32 
(n—1)? 
+ ..... + (1? —1 


(29) 


ı 


*%) Der Herr Professor Schweins giebt in seiner Analysis eilf verschiedene Summirungs- 
weisen dieser Reihe; auch die vorliegende Summirungsweise gewinnt man nach der daselbst von 


deru genialen Verfasser angewandien sehr allgemeinen Summirungsmethode. 
(Anm, des Herrn J. Steiner.) 
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Lieitet man von der gegebenen Reihe (I., II.) neue Summenreihen 
ab, so hat man für die Summe der rten abgeleiteten Reihe: 


1 1 
92 
32 
n? 
2 antr-3|1 2\n-ı rt3lı 1 
92 
(n—1)?(n—1)? 
und 
r 2xctr 1 2 1 an+r—ılı 
92 
32 
| (n-1)?(n—1)? (22-1 


Die Gröfsen z, r sind als ganze positive Zahlen vorausgesetzt. 


12. Lhehrsatz. „Zieht man in einem gegebenen Kreise Sehnen, 
die sämmtlich parallel sind, beschreibt über jeder, als Durchmesser ge- 
nommen, einen Kreis, so wird jeder von diesen Kreisen (wozu auch der 
gegebene gehört) von einer bestimmten Ellipse eingeschlossen und in zweı 
Puncten berührt. Die Ellipse hat den mit den genannten Sehnen paral- 
lelen Durchmesser AB des gegebenen Kreises zur kleinen Axe, deren 
Quadrat gerade die Hälfte des Quadrats der grofsen Axe ist. Diejenigen 
Kreise jedoch, deren Durchmesser kleiner sind als 4By%, liegen inner- 
halb der Ellipse, ohne von ıhr berührt zu werden.” 

13. Lehrsatz. „Zieht man irgend eine Gerade 4b, welche ein 
Paar gegenüber liegende Kanten einer gegebenen dreiseitigen Pyramide 
schneidet, und legt durch irgend einen Punct P derselben (4B) zwei 
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andere Geraden CD, EF‘, welche respective die beiden übrigen gegen- 
über stehenden Kantenpaare schneiden, so geht die Ebene der letzteren 
Geraden CD, EF beständig durch eine bestimmte Gerade 4,B,, welche 
ebenfalls das erste Kantenpaar schneidet, der Punct P mag sich in der 
fixen Geraden AB bewegen, wie man will; und ferner: legt man durch 
AB irgend eine Ebene, deren Durchschnittspuncte mit dem zweiten und 
dritten Kantenpaar C,, D, und E,, F\ heifsen mögen, so fällt der Durch- 
schnittspunct der Geraden €,D,, E,F, beständig in die Gerade 4,B,, 
die Ebene mag sich um die fixe Gerade 4B drehen, wie man will.” 

14. Leehrsatz. „Nimmt man in der Peripherie eines Kegel- 
schnitts irgend sechs beliebige Puncte 4, B, C, D, E, F (Fig. 5.) an, so 
können sie auf drei Arten als drei und drei einander gegenüberliegend 
betrachtet werden, nämlich 4, B, C und F, E, D; B, C, D und 4, F, 
E; C, D, E und B, A, F. In jedem Falle bestimmen sie, paarweise ge- 
nommen, wie sie einander gegenüber liegen, drei Vierecke, z.B. im er- 
sten Falle 4BEF, ACDF, BCDE. Die Durchschnittspuncte (@, H,T) der 
Diagonalen dieser drei Vierecke liegen in einer Geraden (G//T), und 
die auf diese Weise entstehenden drei Geraden GH, KLM, NOP schnei- 
den einander in einem einzigen Punct Q. 

Dieser Satz ıst nur ein Theil eines umfassenderen Satzes. 

15. Lehrsatz. Zieht man in einem convexen Vieleck alle mög- 
liche Diagonalen und verlängert alle Seiten, so dafs alle diese Geraden 
wo möglich einander paarweise schneiden: so entstehen, im Allgemeı- 
nen, innerhalb des Vielecks gerade halb so viele Durchschnittspuncte als 
aufserhalb. Z. B. beim 20Eck innerhalb 4845 und aufserhalb 9690. 

16. Jıehrsatz. Bekanntlich können die Seiten eines Dreiecks oder 
ihre Verlängerungen von vier Kreisen berührt werden. Ist das Dreieck 
ein rechtwinkliges, so ist der Radıus des Kreises über der Hypotenuse so 
grofs als die Summe der Radien der drei übrigen Kreise; und ferner: 
bei dem bekannten Pythagorischen Dreieck, dessen Seiten, durch irgend 
eine Längeneinheit gemessen, 3, 4, 5 sind, sind die Radien jener Kreise, 
durch die nämliche Einheit gemessen 1, 2, 3, 6. 

17. Lehrsatz. Sind #, B, C diejenigen drei Kreise, von denen 
jeder eine Seite eines gegebenen Dreiecks und die Verlängerung der bei- 
den übrigen (Seiten) berührt, und man beschreibt drei andere Kreise «, 
b, c so, dafs jeder zwei der drei ersteren äufserlich und den dritten in- 
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nerlich (einschliefsend) berührt, so schneiden die drei letzteren einander 
in einem bestimmten Punct P, und die Geraden, welche diesen Punct 
mit den Mittelpuncten der drei ersteren Kreise verbinden, sind respec- 
tive zu den Seiten des Dreiecks senkrecht. | 

15. Lehrsatz. Sind 4, B, C, D diejenigen vier Kugeln, von 
denen jede eine Seitenfläche einer gegebenen dreiseitigen Pyramide und 
die Verlängerungen der drei übrigen berührt, und man beschreibt vier 
andere Kugeln a, b, ce, d so, dafs jede drei der vier ersteren äufserlich 
und dıe vierte innerlich berührt, so schneiden die vier letzteren einan- 
der in einem bestimmten Punct P, und die Geraden, welche diesen Punct 
mit den Mittelpuncten der vier ersteren Kugeln (4, B, C, D) verbinden, 
sind respective zu den Seitenflächen der Pyramide senkrecht. 

Dieser und der vorige Satz sind nur Theile von umfassenderen Sätzen. 

19. Lehrsatz. Es seien #,, M, (Fig. 6.) irgend zwei Kreise 
(deren Durchmesser AB, CD), EF sei ihre Linie der gleichen Potenzen 
‘stehe Pd. 8.165. d. Journ.), und M sei die Mitte ihrer gröfsten Entfer- 
nung 7) von einander; beschreibt man irgend einen Kreis M, d.h. 
GIIF oder G, 77, T,, und hierauf zwei andere Kreise 77,, so, dafs beide 
zugleich innerhalb oder aufserhalb des Kreises M liegen und ıhn berühren, 
und dafs sie überdies die Gerade EF und respective die gegebenen Kreise 
M,, M, berühren, so sind die zwei Kreise >,, m, allemal einander gleich. *) 

20, JLiehrsatz. Drei unendliche Geraden, die ein Dreieck BC 
einschliefsen, theilen die Ebene in der sie liegen, in sieben Theile, näm- 
lich in die Fläche des Dreiecks, in drei Winkelräume 
und in drei über den Seiten des Dreiecks hegende Räume /Z, H,, H.,. 
Zaeht man ans den Ecken des Dreiecks durch ırgend einen Punct ? drei 
Gerade #P#,, BPb,, CPC, die den gegenüber liegenden Seiten in 4,, 
B,, (€, begegnen, so liegen diese drei Puncte 4,, P,, €, mit den Mitten 
A,, D,, €, der Seiten, allemal in irgend einem Kegelschnitt, und zwar 
in einer Ellipse, Hyperbel, oder Parabel, je nachdem der Punct 


*%) Archimedes hat denjenigen besonderen Fall dieses Satzes bewiesen, wo die gegebenen 
Kreise A/,, 31, einander (in B, C) berühren, und wo AD als Durchmesser des Kreises M ange- 
nommen wird. Ein arabischer Scholiast Alkauhi hat den Archimedischen Satz so weit verallge- 
meinert, dafs er die erste Einschränkung auflob (siehe Archim. Werke, übersetzt von Nizze, 
S. 256., Wahlsatz 5.). In dem lezteren Falle findet folgende besondere Eigenschaft statt: „Ist K 
(Fig. 7.) der äufsere Aehnlichkeitspunet der gegebenen Kreise M,, M,, so berührt sowohl der 
ikreis m, dessen Durchmesser MA ist, als derjenige Kreis M(G,Hıl,), welcher die äufsere ge- 
meinschaftliche Tangente KN,N, der gegebenen Kreise berührt, die beiden Kreise m,, m, .’’ 

(Anm, des Herrn J. Steiner.) 
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P a) in einem der vier Räume ZE, E, E,, E,, 5) ın einem der drei 
Räume M,, H,, /1,, oder ce) unendlich entfernt liegt (d.h. die Geraden 
AA,, Bb,, CC, sind parallel). 

Dieser Satz ist ein besonderer Fall eines allgemeineren Satzes. 
Auch giebt es einen, diesem entgegengesetzten Satz. 

21. Lehrsetz. Berühren die Seiten irgend eines Dreiecks eıne 
gegebene Parabel, so schneiden die drei Geraden, welche die Berührungs- 
puncte mit den gegenüber liegenden Ecken verbinden, einander in irgend 
einem Punct P; und ferner: die Schwerpuncte aller Dreiecke, denen ein 
und derselbe Punct P in dieser Beziehung zugehört, liegen in einer be- 
stimmten Geraden, und die um die Dreiecke beschriebenen Ellipsen, 
welche die respectiven Schwerpuncte zu Mittelpuncten haben, sind ähn- 
lich und ähnlich liegend, und schneiden einander im Puncte ?.” 

22. Leehrsatz. Beschreibt man um ein gegebenes Dreieck ABC 
(Fig. 8.) irgend einen Kegelschnitt, zieht aus den Ecken des ersteren 
durch irgend einen Peripheriepunct D des letzteren die Geraden ADA, 
BDB,, CDC,, die den gegenüber liegenden Seiten in 4,, P,, €, begeg- 
nen, so liegen die drei Puncte &, ß, Y, in welche die entsprechenden Sei- 
ten der beiden Dreiecke BC, 4,B,C, einander schneiden, allemal ın 
irgend einer Geraden, und diese Gerade aßy geht beständig 
durch einen bestimmten fixen Punct P; ınd zieht man ferner 
aus den Ecken des gegebenen Dreiecks ABC durch die Mitien a, b, © 
der Seiten des Dreiecks 4,B,C, die Geraden 4a, Db, Cc, so treflen diese 
einander allemal in irgend einem Punct ?, und der Ort dieses Puncts 
ist eine bestimmte Gerade. 

23. Lehrsatz. Beschreibt man irgend einen Kegelschnitt DEF 
(Fig. 9.), welcher die Seiten eines gegebenen Dreiecks berührt, legt an 
denselben ırgend eine Tangente 4, B,C,, welche die Seiten des Dreiecks 
in A,, D,, €, schneidet, und zieht die Geraden 44,, BB,, CC,, wodurch 
das Dreieck #2 entsteht, so schneiden die drei Geraden 4«, BP, CY 
einander allemal in irgend einem Puncte £, und der Ort diesesPuncts 
ist eine bestimmte Gerade; und zieht man ferner aus den Ecken 
des Dreiecks &ßy durch die Mitten «a, b, ce der Seiten des gegebenen 
Dreiecks 4BC die Geraden za, ßb, yc, so treffen diese einander in ir- 
gend einem Punct P, und der Ort dieses Puncts ist ein bestimmter Ke- 
gelschnitt, welcher durch die drei Berührungspuncte D, E, F geht. 
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24. Lehrsatz. Schneidet man die drei Diagonalen AB, CD, EF 
eines gegebenen vollständigen Vierecks, gebildet durch die vier Geraden 
AE, AF, ED, CHF (Fig. 10.), mit irgend einer Geraden ace (oder 5df) 
in den Puncten a, c, e (oder 2, d, f), und bestimmt hierauf in jeder 
Diagonale den entsprechenden harmonischen Punct 2, d, f (oder a, 
c, e), d.h. so, dafs .B. Aa:aB= Ab:Bb, so liegen diese drei neuen 
Puncte allemal in irgend einer Geraden bdf (oder ace); und ferner: 
dreht sich die schneidende Gerade ace um irgend einen Punct P, so be- 
wegt sıch die zugehörige (harmonische) Gerade ddf so, dals sie bestän- 
dig ırgend einen bestimmten Kegelschnitt berührt, der zugleich von den 
drei Diagonalen AB, CD, EF berührt wird; und auch umgekehrt. 

25. Thehrsatz. Ein vollständiges Viereck von vier Puncten A, 
b, 0, D (Fig. 11.) hat drei Paar einander gegenüber liegende Seiten (oder 
Diagonalen) RB und CD, AC und DB, AD und CB, die einander respec- 
tıve ın den Puncten «a, 5b, ce schneiden. Zueht man aus irgend einem 
Puncte p nach jenen Puncten a, b, ce die Geraden pa, pb, pc, und be- 
stimmt hierauf bei jedem Puncte (a, db, c) die entsprechende vierte har- 
monische Gerade ag, 59, c9, d. h., eine solche Gerade, dafs die durch 
denselben Punct gehenden vier Geraden (z.B. «A, ap, aD, ag) ein har- 
monisches System bilden (d.h., dafs sie jede Gerade, welche sie schnei- 
den, harmonisch theilen), so treffen diese drei Geraden «9, 59, cg ein- 
ander allemal in irgend einem Punct 9; und ferner: bewegt sich der 
Punct p in irgend einer Geraden, so beschreibt der Punct g irgend einen 
Kegelschnitt, der allemal durch die drei Puncte a, 6, ce geht; und auch 
um gekehrt. 

26. Aufgabe. Zwischen den Radıen von fünf Kugeln, von denen 
jede zwei einander berühren, eine Relation zu finden. (Siehe Bd. I. 
S. 275. d. Journ.) 

27. Aufgabe. Wenn vier gegebene Puncte ın einer Ebene so 
liegen, dafs kein anderer Kegelschnitt als Hyperbeln durch dieselben ge- 
hen kann [wie z. B. die Puncte 4, E, F, B (Fig. 10.)], so soll unter 
allen diesen Hyperbeln diejenige gefunden werden, welche am meisten 
von der gleichseitigen abweicht. 

(Von Heırn N. H. Abel zu Christiania in Norwegen.) 

28. Aufgabe. Kann «“"'—1, wenn x eine Primzahl und « eine 

ganze Zahl und kleiner als x und gröfser als list, durch u’ theilbar sein” 


2. 

Memoire sur les centres de moyennes harmoniques; 
pour faire suite au trait& des proprietes projectives des figures, 
et servir d’introduction a la Theorie generale des proprietes 
projectives des courbes et surfaces geometrigques. *) 


Presente a l’Academie royale des Sciences de l’institut de France le 8. Mars 1824, et approuve le 
22. Janvier 1826, par une commission composee de M, M. Legendre, Ampere et Cauchy 
rapporteur. 


(Par Mr. J. F. Poncelet, Capitaine au Corps Royal du Genie. ) 


Discours preliminaire. 

Dans le Traıte que jaı publie **) l’annee derniere sur les proprictes 
projectives des figures, je me suis moins attach&e ä faire un recueil 
de theoremes et de problömes de Geometrie, qu’a poser des principes ge- 
neraux et feconds, a lVaide desquels ou püt aborder les uns et les autres 
pour ainsı dire sans hesitation, et a la manicre dont cela se pratique dans 
Vapplication de !’Algebre a la Geometrie, dite Analyse des Coordon- 
ndes. Je crois avoir mis, en effet, tout lecteur gdometre en ctat de de- 
couvrir, par luı-m£me, et de d&montrer au besoin, cette foule de propo- 
sitions qui appartiennent aux figures composces, en general, de points, de 
droites, de sections coniques, de plans et de surfaces du second ordre quel- 
conques, propositions qu’a cause de leur &legante simplicite et de leur 
utilite dans les arts, les ancıens, aussi bien que les modernes, ont cul- 
tiveces avec une sorte de predilection, et qui pour la plupart et jusqu’ü 
ces derniers temps, avoient &te traitees par des meihodes sı restreintes, 
sı differentes les unes des autres et souvent si penibles, qu'il cioit comme 
ımpossible d’en saisır Vensemble et d’en deviner la commune origine. 

Qwil me soit permis ici de fixer un instant laattention de !’Acadc- 
mie sur quelques uns de ces principes generaux, quon n’a point encore 


*% Ge memoire n’a publie jusqulici. Note du red. 

*%%) Ce Memoire, redige dans le courant de Yannee 1823, a et remis a Mr. Arago vers la fin 
de Novembre, m&me annee, lors Je son sejuur a Metz. On peut voir, ä la page 349. du Tome XYI 
des Annales de Mathematiques, publiees par M. Gergonne, le rapport qui en a et& fait ä l’Aca- 
demie royale des sciences, par M. Cauchy. Note de VPauteur. 


Crelle’s Journal. III. Bd. 3. 28 
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assez apprecies peut-etre, et qui me paroissent aussi neufs qu’importans 
en Geometrie; cet expose succint r&epandra quelque jour sur Yoobjet des 
recherches quı m’occupent actuellement, et m’y conduira de la maniere 
la plus naturelle et la plus philosophique. 

Parmı ces principes, je placeraı en premiere ligne, par l’Etendue des 
consequences qui en derivent, ceux qui se rattachent a la doctrine des 
projections, et a l’aide desquels on transforme des figures tres gene- 
rales en d’autres tout a fait particulieres et vice versa; de telle sorte 
que les proprietes des unes etant connues, on en conclut, sur le champ, 
les proyrietes des autres, du moins celles de ces proprietes dont la na- 
ture est assez generale pour se conserver dans les diverses projections 
centrales de la figure, et que, pour cette raıson, nommees projec- 
tıves dans louvrage deja cite. 

lie caractere de ces sortes de proprietes n’etoit pas difficile a eta- 
blir pour ce quı concerne les relations purement descriptives ou gra- 
phiques; il se reconnoit toujours au simple Enonce, et jaı donne d’ail- 
leurs les loıx des modifications qu’il &prouve dans les cas particuliers ou 
certains objets s’@loignent a linfini, ou prennent des situations determindes, 
telles que celles du parallelisme et de l’asymptotisme. 

Quant aux relations purement metriques ou concernant les rap- 
ports de mesure de lignes, leurs caractere de projectibilite, si je puis 
nıexprimer ainsi, ne pouvoit Ötre presente d’une maniere entierement 
generale, a cause de la complication des expressions, et jaı dü me bor- 
ner ü letablir pour une classe particuliere de relations metriques, et ce- 
pendant encore tres etendue, puisqu’elle comprend tout ce qu’on con- 
noit actuellement sur les proprietes projectives des figures, et quelle en 
indigque une infinite d’autres qui ne le sont pas encore. J’aı m&me lieu 
de croire qu'il n’est aucune relation metrique projective, qui ne puisse 
etre ramende ä cette classe particuliere par des transformations conve- 
nables de calcul *). Mais cette restriction m&me est un grand avantage, 
puisquindependamment du caractere de sımplicite qwelle imprime aux 
relations mötriques, elle les rend encore aptes a demeurer applıcables, 
non plus seulement aux projections ou perspectives ordinaires de la figure, 
mais aux projections spheriques faites du centre de la sphere et 


*), Voyez la note II. ä la fin de ce \emoire. 
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pour lesquelles les simples distances sont remplacees par les sınu 
des arcs de grands cercles correspondans, et ä cette espece de pro 
jection beaucoup plus generale que j’ai nommede, faute d’expressions con- 
venables, perspective dans un plan ou plane, et perspective dans 
lespace ou en relief; genre de projections sur lesquelles on n’avoit en- 
core rien donn&, rien ecrit, et qui merite cependant toute l’attention des 
geometres, et particulierement celle des sculpteurs, qui manquent encore 
de preceptes rigoureux et generaux pour le trac& de cette espece de ta- 
bleaux qu’on est convenu de nommer bas-reliefs. 

En effet, je crois avoır etablı ces preceptes dans le supplement 
place a la fin de mon ouvrage, et, de la m&me maniere que j’avois mon- 
tre, des la premiere partie, comment, par la projection centrale ordinaire, 
on peut ramener les figures composdes de sections coniques et de lignes 
concourantes, en d’autres beaucoup plus elementaires composees unıque- 
ment de cercles et de droites paralleles, j’ai aussı etabli, dans ce supple- 
ment, les moyens d’etendre aux surfaces du second ordre en general, et 
a laıde de la perspective-relief, les propositions qui concernent sim- 
plement les spheres et systemes de spheres; et je crois en avoir montre 
d’assez belles applications pour faire saisır l’esprit general de la methode, 
et en faire apprecıer toute l’utilit@ et Yımportance. 

Un autre principe tres etendu, auquel peut-ätre on n’avoit pas 
assez accorde d’attention dans la Geometrie rationnelle, c’est le prin- 
cipe de continuite, en vertu duquel on donne aux differentes propo- 
sitions de la Geometrie, l’extension et la generalite qui leur manquent 
d’ordinaire, d’apres la maniere restreinte dont ıl arrıve souvent qu’on en- 
visage les figures et les r&sultats des raisonnemens qu’on leur applique. 
L’admission et Femplo: de la loı de continnite m’etoient tout-a-fait ın- 
dispensables pour donner aux principes de la doctrine des projections et 
aux diverses consdquences qui en derivent, la certitude et l’ötendue ne- 
cessaires, outre offroient les moyens d’interpräter et d’introduire 
ourertement en Geometrie, la consideration des infinis et des imagi- 
naires qui jouent un röle si important et si n@cessaire dans l’analyse 
algebrique, et on peut le dire, dans toutes les applications du caleul. La 
consequence de l’admission de la continnite a ete la theorie des secan- 
tes et des cordes ideales et, de tout objet qui, sans cesser d’exister 


effeetirement dans les transformations d'une m&me figure, a pourtant 
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cesse de dependre d’une maniere purement geometrique, d’autres objets 
auxquels ıl se rapportoit, et qui le definissoient ou le construisoient dans 
la figure primitive. | 

Enfin, je signaleraı un dernier principe, que je n’aı pas dü ni 
voulu exposer avec toute sa generalite quı luı est propre, dans le Traite 
des propridtes projectives, et qui constitue ce que jaı nomm& Ja 
Theorie des polaires r&ciproques, par analogie a ce que les geo- 
metres avoient dcja appel& le pöle et la polaıre des lignes et des sur- 
faces du second ordre. 

Au premier apercu, on pourroit croire que le principe dont ıl 
sagıt est moins gencral et moıns vaste que les precedens, en ce quiil 
ne constitueroit qu’une theorie particuliere relative aux lignes et aux sur- 
faces du second ordre; mais on se tromperoit etrangement; car ıl est 
tel qu’au simple enonce d’une proposition suffisamment gencrale de l’eten- 
due, ou pour m’enoncer avec plus de precision, d’une relation projec- 
tive et de situation, on est toujours en Etat d’en assigner, sur le champ, 
une autre toute differente, toute aussi gencrale et qu’il seroit souvent tres 
difhieile detablir par des moyens dırects, a moins toute fois que la pro- 
posee ne soit elle-m&me la r@ciproque, ce dont ıl y a des exemples. 

J’aı expose les premiers elömens de cette doctrine, ainsı generali- 
sce, dans un numero des Annales de Mathematiques *), en partant 
de quelques theor&mes deja preccdemment etablis par les geometres sur 
les pöles et polaires des lıgnes et surfaces du second ordre, theor&mes qui 
sont d’ailleurs une consequence tres sımple des principes generaux de la 
projection centrale combines avec la loı de continuite; et je ne connois 
que le Redacteur de ce recueil, Mr. Gergonne, qui sen soit servi de- 
puis**) pour €tablır la proposition r&ciproque d’un fort beau theor&me dü 
a Mr. Coriolis, repetiteur a l’Ecole polytechnique, lequel s’&toit contente 
simplement d’en faire inserer l’enonce dans ces m&mes Annales. 

Il me seroit impossible de donner ici une idee tant soit peu gene- 
rale de la theorie des polaires recıproques, sans entrer dans des details 
qui exc@deroient les bornes que je me suis prescrites et que je ne dois 
pas depasser quant A present; je me contenterai donc de renvoyer aux 
ouvrages cites, en remarquant toute foıs que ie n’en ar presente la qu’une 


Tome VIII, annee 1818, pagr Mt. 
**") ibid. Tome XI, annee 1821, page 335. 
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indication tres rapide, fort incomplette et qui suflisoit a lobjet des re- 
cherches que j'y avois en vue. Je n’y ai m&me fait mention unique- 
ment que de ce qui concerne la reciprocite des relations graphiques ou 
descriptives qui subsistent entre la figure primitive et sa derivee; or 
ıl est tres facile d’etendre toute cette doctrine aux relations purement 
metriques quı rentrent dans la classe de celles que jaı nomme pro- 
jectives, et c’est ce que je me propose de faire bientöt, quand jen vien- 
draı a exposer les proprictes des lignes et des surfaces courbes geometri- 
ques, dont la demonstration repose necessairement sur la theorie des 
polaires r&eciprogques. 

Ceest la aussi que j’aurai occasıon de developper, avec toute l’eten- 
due qui leur est propre, les principes de la Theorie des transver- 
sales etablis par Mr. Carnot dans la Geometrie de position, et 
que jusqu’ici on n’avoit guere appliques qu’aux systemes de lignes droı- 
tes et aux sections coniques. J’ai dü me borner, dans le Traite des 
proprietes projectives, ä& faire voir comment les principes fonda- 
mentaux et deja connus de cette theorie pourroient se demontrer directe- 
ment & l’aide des considerations de la perspective ou projection centrale, 
et je devois eviter d’en deduire des consequences des applications dont 
lexpose eüt pu paroitre etranger au but general de l’ouvrage et m’eut en- 
traıne dans des d&veloppemens trop considerables. Je ne saurois dailleurs 
me proposer, quant A present, de presenter ä lacademie, une nolice, 
meme sommaire, des resultats auxquels je suis ainsi parvenu; cette no- 
tice seroit ici prematuree et conviendra mieux ä l’&poque oü je serai en 
situation de lui offrir le travail lun-m&me; mon but actuel est seule- 
ment de mettre sous ses yeux, un apergu general des efforts que j’ai faits 
jusqu’äpresent et que je me propose encore de faire, pour agarandır le do. 
maine, deja sı vaste, de la Geometrie rationnelle, et surtout pour lui 
creer des ressources, des methodes universelles qui paraissent encore lui 
manquer, et sembleroient plus particulitrement appartenir ä la Geome- 
trie analytique. 

En effet, on a dü s’apercevoir facılement, d’apres ce qui precede, 
que la doctrine des proprietes projectives, celle de la perspective 
en relief, le principe ou la loı de continuıte, enfin la Theorie 
des polaires reciproques et la Theorie des transversales £ten- 
due aux lignes et surfaces courbes, ne forment pas simplement des clas- 
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ses, plus ou moins &tendues, de problömes et de theor&mes, mais consti- 
tuent proprement, pour la Geometrie pure, des principes, des methodes 
d’investigation et d’invention, des moyens d’extension et d’exposition, dans 
le genre de ceux quon a nomme&s principes d’exhaustion, methode des 
ınfiniment petits etc. 

Dans la theorie des lignes et des surfaces geometriques, que je me 
propose de faire paraitre par portions et successivement, je n’adopterai 
aucune de ces methodes d’une maniere exclusive; je les mettraı toutes 
indifferemment a contribution selon l’avantage qu’elles pourront offrir dans 
chaque cas, et je montrerai ainsı l’etendue des ressources qui leur sont 
propres, et des consequences que Ion en peut deduire. Mais, comme la 
theorie des courbes et des surfaces geometriques est etroitement lide A 
la doctrine du centre des moyennes harmoniques, qui est pro- 
prement une gencralisation de celle du centre des moyennes di- 
stances; que cette doctrine n’est point connue et n’a &te enseignde nulle 
part, je debute par un premier me&moire qui en renferme les principes 
les plus utiles et les plus remarquables, et dont je me contenterai de don- 
ner ici une notion aussi succincte quıl me sera possible de le faire. 

La proportion harmonıque, comme on sait, tire son nom 
des trois principaux accords de la musique, et elle fait la base de l’e- 
chelle diatonıque. Transportee dans le domaine de la Geometrie 
par les anciens et les modernes, elle les a deja conduits a d’interressan- 
tes proprietes des lıgnes, dont la plupart sont exposces dans le Trait« 
des propridtes projectives; elle semble, en un mot, devoir jouer un 
röle brillant et nccessaire dans toutes les questions et proprietes qui ne 
concernent que Ja direction indefinie des lignes et non leur mesure: ıl 
est facile, en effet, de d&montrer qu’elle remplace partout, en projection, 
la division en parties Egales, qui se presente si frequemment dans la pin- 
part des figures regnlieres de la Geometrie. 

Supposons qu’a partır d’un m&me point et sur une mdme droite, 


on porte, dans le möme sens, trois distances, dont la 1”“ moins la b 


soit a la 2” moıins la 3°”, comme la 1“ est a la 3°", ces troıs distan- 
ces seront en proportion harmonique; et, si lon porte, a partır du 
m£&me point et toujours dans le möme sens, un nombre quelconque de 
dıstances, telles que trois quelcongues d’entrelles, qui sont conseentives, 
forment une proportion harmonique, la suite de toutes ces distances for- 
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mera ce qu’on nomme une progression harmonique; or on demon- 
tre quwil en sera encore ainsi pour toutes les projections centrales ou per- 
spectives de la figure sur une droite arbitraire. Maintenant, sı lon sup- 
pose lorigine commune des segmens harmoniques a linfini, soit dans la 
ügure primitive, soit dans la projection, les points restans formeront une 
echelle de parties &gales; et pour le dire en passant, c'est cette m&me 
propriete qui, dans lart du dessin, a fait donner a la division en parties 
harmoniques, le nom d’cchelle perspective ou fuyante, 

Mr. Brianchon, dans ses applications de la theorie des 
transversales, a donne quelques uns des proprictcs de l’echelle et de 
la progression harmonique, et jen indique, dans mon mdmoire, plusieurs 
autres qui etoient indispensables pour ctablir la theorie du centre des 
moyennes harmoniques, et qui sont la consequence assez sımple 
d’une remarque faite par Mac-Laurin, sur la proportion harmonique; 
savoir: que, „dans une telle proportion, la valeur inverse ou reci- 
„proque de la seconde des trois distances auxquelles elle se rapporte, 
„est moyenne arıthmetique entre les recıproques de la premiere et 
„de la troisieme;” il en resulte, en effet, que lorsque des distances ou 
segmens, comptds d’un m&me point et sur une m&me droite, sont en 
progression harmonique, les reciproques de ces distances sont, de 
leur cöte, en progression arıthmetique; ce qui justilie complete- 
ment la premiere de ces denominations, et fournit, a linstant, le moyen 
de calculer un terme quelconque de la suite dont le rang est assigne. 

Mac-Laurin, qui n’avoit point A examiner les proprictes de la 
progression harmonique, s’est contente de deduire de sa remargue, la de- 
finition suivante de la moyenne harmonıque: „La moyenne harmo- 
„nique entre un nombre quelconque de quantites est telle que sa recipro- 
„que est moyenne arıthmetique entre toutes celles des autres, prise avec 
„un signe convenable *).” Ilen a deduit en outre, une construction assez 
sımple pour determiner cette moyenne harmonique ou cette somme de 
reciproques, dans le cas de plusieurs distances ou segmens ranges sur 
une m&me droite et comptes d’un m&me point; son but etoit d’arriver, 
par la, A un theor&me fort beau de Cötes sur les courbes algebriques 
et ä quelques autres analogues sur la courbure de ces lignes, qui se 


*) Voyez le Traite des courbes geometriques, par Mac-Laurin, 
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presentent comme des corollaires tres particuliers du resultat de mon 
travail. 

Tel est le point d’ou je suis parti pour &tablir la doctrine du cen- 
ire de moyennes harmoniques, qui fait le sujet da me&moire que jai 
"’honneur de presenter a l’Academie, et voici maintenant ä quoi je 
suis parvenu. 

Jai commenec£ par transformer la relation qui definit Ja moyenne 
harmonique, d’apres Mac-Laurin, en une autre plus generale et qui 
füt immediatement projective dans le sens que jaı precedemment indi- 
gue; jai de suite &t© conduit a reconnoitre que le point qui repond a 
cette moyenne, en supposant toujours les distances ou segmens comptes 
sur une m&me droite et d’une m&me origine, devenoit proprement le 
centre de moyennes dıstances des points appartenans aux autres, 
toutes les foıs qu’on venoit A supposer lorigine commune Yinfini, soit 
dans la figure primitive, soıt dans ses projections; rapprochement qui etoit 
impossible d’apres la definition de Mac-Laurin, et qui m’a conduit & 
nommer, par analogie, le point en question, centre de moyennes har- 
moniques des points proposes, par rapport a lorigine commune d’ou se 
mesurent les segmens harmoniques. 

Des lors je me suis trouve en £tat de traduire, en les general- 
sant, soit les definttions, soit les propriectes qui concernent le centre 
des moyennes distances d’un nombre quelconque de points situes ar- 
bitrairement dans un plan ou dans lespace; et pour le faire, je n’ai eu 
besoin constamment que de me servir des principes etablis dans le Traite 
des proprietes projectives. Jai obtenu, de cette manitre, ce que 
yai dejü nomme precödemment la Theorie du centre des moyennes 
harmoniques. Mais ce n'est pas tout, comme les Geometre sont par- 
venus, dans ces derniers temps, a @tendre la Theorie du centre des mo- 
yennes distances au cas ou les moyennes arithmetiques sont prises rela- 
tivement des coefhiciens numeriques quelconques, jen ai fait tout au- 
tant pour celle du centre de moyennes harmoniqgues, et je suis arrive 
ainsı des consÖquences quı offrent un nouveau champ de speculations et 
de döcouvertes aux geometres, et qui, dans des mains plus habiles, ne tar- 
deront peut-ötre pas ä& produire des applications aussı heureuses qu’utiles. 

Quoiqu'il en soit, jıaı expose dans la deruiere partie de mon me- 
moıre, (uelques unes des proprietes qui decoulent de la Theorie du centre 
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des moyennes harmoniques, pour les syst&mes de points, de droites et de 
plans, et, afın de ne pas en multiplier inutilement le nombre, je me suis 
borne a celles dont la nature gencrale permet de les appliquer immedia- 
tement aux courbes et aux surfaces geometriques d’un ordre quelcongue; 
mettant ainsi ceux qui lıront ce Memoire en £tat de pressentir cette ex- 
tension, et de se familiariser, peu a peu, avec ce quelle pourroit, au pre- 
mier aspect, avoır de trop difhicile ou de trop abstrait. 


De la division harmonique des lignes droites, des progres- 
sions, des echelles et des moyennes harmoniques. 


Il existe entre la division harmonique et la division en parties 
egales, une analogie tres grande, quı conduit a une foule de conscimences 
et de rapprochemens curieux: avant de leexposer dans toute sa gendra- 
lite, ıl convient de l’examiner dans le cas le plus simple, celui d’une 
droite ou distance, portant uniquement un point de division entre sos ex- 
tr&mites; mais, attendu que les propricic relatives A ce cas sont gendra- 
lement connues des geometres, je ne ferai que rappeler celles qui me 
sont n@cessaires, et renverrai pour plus de d@veloppement au „Traitd des 
propri@tes projectives des figures.” 

1. Soit AB (Fig. 1.) une droite ou distance quelconque; prenons 
sur cette droite et son prolongement, les points () et P, tels qu’on ait 

PA __04A PO—PA 

PB” OB” PB—PO’ 
la distance AB sera divisee harmoniquement en Pet (), et ceite de- 
finition devra s’etendre au cas m&me oü quelcongue des points pro- 
poses sera suppose ä linfini; mais alors le rapport des segments qui Iui 
appartiennent dans la relation ci-dessus sera l'unite; donc ıl en sera de 
mtme du rapport des deux autres segmens restans. Que P’, par exemple, 
passe A linfini, on aura, d’apres cette definition, \4= OB; et parcon- 
sequent le point Q, conjugue AP, divisera en parties €gales la distance 
AB. Aınsi la division en parties harmoniques d’une droite, n’est quwune 
extension de la division en parties &gales, ou plutöt celle-ci est compris« 
implicitement dans l’autre, pourvu qu’on restitue le point de division qui 
est passe A linfni, et qui est conjugue au point milieu. On admet 

Crelle’s Journal. 111. Bd. 3. Hft. 29 
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d’ailleurs que les droites quı renferment un m&me point situe A Vinfini 
sont parallcles. 

2. Cela pose, projetons, d’un point quelconque S, les quatre points 
4, B, P, Q ainsi definis, sur une droite arbitraire P/B’, on prouve aise- 
ment que les noveaux points A‘, DB’, P/, Q' conservent entreux la rela- 


tion harmonique 
P'4' 0/4! P'O'— 
PB PR-ZPO 


cest-a-dire que cette relation est projective (voyez plus loın, lart. 18.). 


Or, d’apres ce qui precede, cela doit s’etendre au cas m&me pour lequel 
un queiconque des points proposes, ou Yun quelconque des points de la 
projection, passe ä lınfını; ce qui exige alors que la transversale qui porte 
ce point soit parallele a la projetante; donc la dıvivision harmonigque se 
changeant, pour cette transversale, en division de parties egales, on voit 
que June de ces divisions est la perspective ou projection centrale de l’au- 
tre, et peut servir directement a la construire. 


3. Maıs on peut pousser plus loin ce rapprochement, en mettant 
la relation harmonique sous une forme d’abord indiquee par Mac-Lau- 
rın (Traite des courbes geometriques.) 


En effet, de la proportion, 
PA __ PO—PA 
PB PB—PO’ 
on tire immediatement 
»PA.PB= PB.PQO+PA.PO, 


ou, en divisant tout par 2P4.PB,PQ, 
SE. ( 1 1 ): 
= 
relation entitrement analogue & celle qui a lieu pour la division en par- 


ties €egales, lorsqu’on remplace le point P par un point quelconque p 


(Fig. ?.), et les rapports 50 par les simples segments p(), p4, 


pB; on a eflectivement, en supposant que Q soit le milieu de AB: 

4. En nommant, avec Mac-Laurin, reciproque d’une lıgne son 
rapport inverse A l'unitd de mesure, la relation ci-dessus pour la division 
harmonique, exprimera que la reciproque de PO est moyenne arithmetique 
entre les reciproques des segmens P4 et PD; dest pourquoi, quand une lıgne 


4 
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AB (Fig. 1.) est divisee harmoniquement aux points P et Q, ou que les 
segmens PA, PQ et PB, relatifs au point P, sont en proportion harmonigue, 
on dit que le segment PO est moyen harmonique entre les deux autres 
PAet PB; et comme, dans le cas ci-dessus de la division en parties &ga- 
les, le point () est nomme& le centre des moyennes distances de 4 
et de BD, nous pourrons dire egalement que, dans celuı de Ja division har- 
monique, le point () est le centre des moyennes harmoniques des 
points Zet DB; et cela non d’une maniere absolue, mais seulement par rap- 
port au point P qui sert d’origine commune aux segmens harmoniques. 


- 


5. De plus, d’apres ce qui a ete observe@ cı-dessus (?.), en met- 
tant la figure en projection ou perspective sur une droite quelconque 
P'b‘ (Fig. 1.), le point 0°, qui repond celui dont ıl sagıt, sera encore 
un centre de moyenne harmonique par rapport aux points A’ et 5’ de 
la projection, et relativement au point P’ qui sert d’origine aux nou- 
veaux segmens: ainsi, dans le faisceau des projetantes 54, SD, SP, S(, 
on pourra nommer la droite S() l’axe des moyennes harmoniques 
de 54 et SB, par rapport la droite SP qui sera l’axe des origines 
harmoniqgues: la transversale etant diailleurs prise parallele- 
ment ä ce dernier axe, tous ses points @° deviendront des centres de 
moyennes distances d’apres l’ari.2. deja cite. 


6. Pour completter l’analogie entre les deux relations 

on peut remarquer qu'elles &prouvent dans leurs termes, les mömes va- 
rıations de signes pour les m&mes changemens de positions des points qui 
leur correspondent. 

Supposons, par exemple, que, dans le cas de la division harmonı- 
que (Fig. 1.), le point P passe, d’un mouvement continu, de la gauche a 
la droite de 4, a linstant ou la distance deviendra nulle, le segment 
()4 devra (1.) lötre aussi, de m&me que PQ; par consequent le point () 
passera, a son tour, de la droite ä la gauche du point 4, et les distances 
PA, PO, ayant change de sens, devront changer en m&me temps de signe 


Jans la relation cı-dessus, quı deviendra ainsı 
1 1 1 1 1 1/1 1 
pour le cas oü le point P auroit pris la place du point (, et reciproque- 
30* 
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d’ailleurs que les droites qui renferment un m&me point situe A linfini 
sont parallcles. 


2. Cela pose, projetons, d’un point quelconque S, les quatre points 
4, B, P, ainsı definis, sur une droite arbitraire P’B’, on prouve aise- 
ment que les noveaux points 4‘, BD’, P/, 0’ conservent entr’eux la rela- 


tion harmonigque 

P'4' P'O'— PA 

OB PRZPO? 
ceest-a-dire que cette relation est projective (voyez plus loin, lart. 18.). 
Or, d’apres ce qui precede, cela doit s’etendre au cas m&me pour lequel 


un queiconque des points proposes, ou Yun quelconque des points de la 
projection, passe A lınfını; ce qui exige alors que la transversale qui porte 
ce point soit parallele a la projetante; donc la dıvivision harmonigue se 
changeant, pour cette transversale, en division de parties €egales, on voit 
que Yune de ces divisions est la perspective ou projection centrale de l’au- 
tre, et peut servir directement ä la construire. 


3. Maıs on peut pousser plus loin ce rapprochement, en mettant 
la relation harmonique sous une forme d’abord indiqudce par Mac-Lau- 
rın (Traite des courbes geometriques.). 


En effet, de la proportion, 
PA _ PO—PA 
PB” PB—PO’ 
on tire immediatement 
3PA.PB= PB.PQO+PA.PO, 


ou, en divisant tout par 2P4.PB,PQ, 
1 1 ( 1 1 ): 
v0 
relation entitrement analogue & celle qui a lieu pour la division en par- 


ties egales, lorsqu'on remplace le point P par un point quelconque p 
1 


par les simples segments p(), p 4, 


1 1 
PO’ P4’ PB 
pB; on a eflectivement, en supposant que Q soit le milieu de AP: 

4. En nommant, avec Mac-Laurin, reciproque d’une ligne son 
rapport inverse ä l’unitd de mesure, la relation ci-dessus pour la division 
harmonique, exprimera que la reciproque de P() est moyenne arıthmetique 
entre les reciproques des segmens P4 et PD; c'est pourquoı, quand une lıgne 


(Fig. 2.), et les rapports 
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AB (Fig. 1.) est divisee harmoniquement aux points P et Q, ou que les 
segmens PA, PQ et PB, relatifs au point P, sont en proportion harmonigue, 
on dit que le segment PO est moyen harmonique entre les deux autres 
PAet PB; et comme, dans le cas ci-dessus de la division en parties &ga- 
les, le point () est nomme& le centre des moyennes distances de 4 
et de BD, nous pourrons dire egalement que, dans celuı de la division har- 
wmonique, le point () est le centre des moyennes harmoniıques des 
points fet B; et cela non d’une maniere absolue, mais seulement par rap- 
port au point P qui sert d’origine commune aux segmens harmoniques. 


5. De plus, d’apres ce qui a ete observe@ ci-dessus (?.), en met- 
tant la figure en projection ou perspective sur une droite quelconque 
P'B‘ (Fig. 1.), le point 0°, qui repond a celui dont ıl sragit, sera encore 
un centre de moyenne harmonique par rapport aux points A’ et D’ de 
la projection, et relativement au point P’ qui sert d’origine aux nou- 
veaux segmens: ainsi, dans le faisceau des projetantes S4, SD, SP, 5(), 
on pourra nommer la droite SO l’axe des moyennes harmonigques 
de 54 et SB, par rapport a la droite SP qui sera l’axe des orizines 
harmoniques: la transversale P’/B’ etant dailleurs prise parallele- 
ment ä ce dernier axe, tous ses points @° deviendront des centres de 
moyennes distances daapres lari.?. deja cite. 

6. Pour completter l’analogie entre les deux relations 

on peut remarquer qu’elles &prouvent dans leurs termes, les m&mes va- 
rıations de signes pour les m&mes changemens de positions des points qui 
leur correspondent. 

Supposons, par exemple, que, dans le cas de la division harmonı- 
que (Fig. 1.), le point P passe, d’un mouvement continu, de la gauche ä 
ia droite de a linstant ou la distance deviendra nulle, le segment 
()4 devra (1.) lötre aussi, de m&me que PQ; par consequent le point () 
passera, a son tour, de la droite ä la gauche du point 4, et les distances 


PA, PQ, ayant change de sens, devront changer en m&me temps de signe 


dans la relation ci-dessus, quı deviendra ainsı 
1 1 1 1 1 1/1 1 
pour le cas oü le point P auroit pris la place du point (, et reciproque- 
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nient. est en effet, ce dont on peut s’assurer directement a Yaide de 
la relation primitive; car, en la mettant sous cette forme 

04 PO-04 

05 


on en tire 
OP 2 \0AT08 
rösultat qui tient d’ailleurs A ce que, d’apres la definition cı-dessus (1.) les 
points () et P joissent de proprietds r&eciproques a legard de et 
D’apres cela, on voıt que la regle des signes, pour la relafion har- 
monique, est que, en considerant toujours comme positif le 


1 
terme les termes pp entrent dans le second 


mempbre de cette relation, devront @tre affectes du sıgne + 
ou du sıgne —, selon que, par rapport ä l’origine P, les 
points aux quels ıls r&pondent seront plac&s du m&me 
que le point () ou d’un cöte different; or c’est ce qui a lieu pre- 
cisement (Fig. ?.) dans la relation 
= 

Done la m&me regle des signes est applicable a ces deux especes de rela- 
tions, et par consöquent elles conserveront une forme semblable pour la 
meme disposition des points a l’ögard des origines P et p auxquelles 
elles se rapportent; seulement, en conservant ses points f/ et B, on ne 
sauroit changer, dans le cas de la division harmonique, lorigine P sans 
que le point () ne change en mÄ@me temps, au lieu qu'il reste fixe dans 
celui de la division en parties &gales. 

7. Les choses ainsı entendues, supposons (Fig. 1.) qu’on divise en 
deux parties egales, au point (), la distance PQ moyenne barmonigque 
entre P4 et PB, on aura donc, 

PO — 
et parconsequent, sı Von mene par le point P une suite de transversales 
PABb, P4'B" .... dans langle ASP, puis qu’on prenne, sur chacune 
delles, des points Q,, 0... tels qu’on ait, en &egard ä la regle des 
signes posde ci-dessus, 
1 1 1 1 1 1 
les points ainsi definis seront (2. et 5.) sur une droite Q, Q', parallele 
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a laxe S() des moyennes harmoniques des cöles de langle AS2, et pas- 
sant par ses points @ et 5 oü chacune des paralleles Pa, Pb a !un de 
ses cötes, rencontre lautre. Car, pour ces positions particulieres de la 
transversale PAD, ou le point ou 0, se confond avec lun 
des points correspondans # ou D, d’apres la relation ci-dessus, attendu que 
un des segmens correspondans devient infini. 

Or dela r&sulte un moyen, indiqu& par Mac-Laurin, pour con- 
struire directement le point Q, lorsqu’on connoit les points, P, A et B. 
Quant au centre () des moyennes harmoniques, il est plus simple et plus 
elegant de le determiner a Vaide du proc&de suivant, qui n’exige que 
lemploı de la ligne droite ou de la regle: ayant mend par Vorigine P 
des segmens harmoniques, une transversale arbitraire P4“B‘ dans langle 
des projetantes SA, S2, on joindra, par de nouvelles droites Ab’, B4', 
les points ainsı obtenus sur ces projetantes avec les points donnds 4, D, 
et le point 5’ de leur intersection appartiendra & la projetante S{) du 
point Q cherche. Il est visible, en effet, que, si Ton substitue Vangle 
4AS'’B a Vangle 452, et la droite PS’ a la droite PS, Taxe des moyen- 
nes harmoniques (5.) de cet angle, par rapport a P, et qui renferme ne- 
cessairement () et Q', devra aussi passer par le sommet 5’, et se con- 
fondre par consequent avec celui SQ de langle 4SB; on conclueroit 
d’ailleurs Ja m&me chose en observant que la figure peut Ötre mise en 
projection ou perspective, sur un nouveau plan, de facon que PP passe a 
Yinfini, ou que les droites P4B, deviennent parralleles, et c'est 
ainsı que nous avons demontr& cette proposition generalement connue, a 
Vart. 154. du Traite des proprietes projectives. 

8. Considerons maintenant une droite «f (Fig. 3.), divisce en un 
nombre quelconque de parties &gales aux points b, c, d,e....; le point 
a linfini de cette droite pourra £tre regard& (1.) comme loorigine com- 
mune des segmens harmoniques relatifs a trois points de division cons£- 
cutifs quelconques, en y comprenant les points extrömes @ et f; done 
(2.) sı Yon projette le systöme de tous ces points sur une droite arbi- 
traire a’/f’, en a‘, b’, d’‘, e‘, f‘, il en sera de du point p‘ qui 
est la projection du point a Vınfinı de @f, a l’egard de trois points de di- 
vision consecutifs quelconques de a‘f’; c’est-a-dıre que les segmens re- 
latifs a p’ et a ces points formeront une proportion harmonique; donc la 
suite de tous les segmens pa‘, pb', pe‘, pd’ .... pf’ formera une pro- 
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portion harmonıque continue; et Jon pourra dire, avec Mr. Brian- 
chon (Application de la theorie des transversales etc. i. 68.) 
que ces segmens forment une progression harmonique. 

Pour justiier encore davantage cette expression, nous remargue- 
rons que, d’apres Yart.?. et les articles suivans, ıl doit regner entre les 
reciproques des segmens quı r&pondent au point p‘ et aux differens points 
de division de «‘f’, Ja m&me relation qwentre les simples distances d’un 
point quelconque > de af, aux differens points de division a, b, c.....f; 
mais ces dernieres forment une progression arıthmetique, donc il en est 
de m&me des recıproques qui leur correspondent. 

En effet, on aura pour la droite @/ et le point arbitraire p, 

opb=pa-tpc, 2pce=pb+pd, 2pd=pc+tpe, .... 


vu 
po—pa=pe—pb =pd—pb = pe—pil....., 
comme aussi lon a (3.), pour la droite @f‘ par rapport a l’origine des 
divisions harmonıques p‘, 
2 1 1 2 1 1 2 1 1 


p’ p’a p’e p’e 


1 1 1 


9% I resulte de ce rapprochement, en particulier, qu’on pourra 
caleuler un terme quelconque de la progression harmonique, par les 
mömes rögles que calcule un terme de la progression arithmetique, 
au moyen des extrömes, quand son rang et assigne. 

Supposons, par exemple, que la droite «f soit divisee en m+n 
parties &gales aux points db, d,...., et quwiıl y aıt parconsequent 
m-}-n-+ 1 segmens pa, pb, pc, ..... pf correspondans au point arbi- 
traire p; proposons nous de rechercher le segment pd du point d qui 
appartient ä la z* partie a compter de @, nous aurons, dans le cas dont ıl 


sagit, des dıvisions &gales, 
n 


pa=pated=pa+. 


ou 


m n 1 

done on aura aussi, dans le cas de la division harmonıque, c’est-ä-dire 
pour la perspective a’f‘, 


pi= 


m zn m 
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1 (+) 

 mtn\pa 
relation qui, en vertu de la continuild, doit m@me s’etendre au cas ou 
les nombres m et n sont incommensurables entreux, et qui servira 
immediatement a resoudre tous les problömes analogues a ceux ou ıl s’a- 
git de diviser des distances en parties proportionnelles ä des nombres don- 
nes. On voit, en outre, quelle a une forme tout-äA-fait semblable a celle 
(3.) qui concerne la simple division harmonique de «a’f’ en p‘ et d‘; sı 
Von y suppose en eflet, zz et n egaux ä lunite, on retombera sur celle 
dont il s’agit. C’est pourquoi on pourroit dire que le segment p’d’, re- 
latıf au point de division d‘, est moyen harmonique entre les seg- 
mens p‘a’ et p’f/ pour les coöfficiens m et n, et que le point d’ 
lui-möme est le centre des moyennes harmoniques de «’ et f' 
relativement p’ et a ces mömes coefliciens. 

Enfin ıl resulte encore de ce qui prec&de que les points extrömes 
a‘ et f dune echelle harmonique £tant donnds, ainsi que le nombre 
des parties dont elle se compose et l’origine p‘ des segmens harmoniques, 
on pourra construire successivement, a l’aide du calcul, et sans recourir 
a lechelle des divisions &gales af, Vechelle harmonique dont il s’agit, 
a laquelle son grand usage dans la perspective a fait donner le nom 
d’Echelle perpective ou fuyante *) 

10. On deduiroit beaucoup d’autres consequences remarquables de 
ce qui precede; nous nous contenterons d’observer que, pour se oonstruire 
une echelle harmonique sur un dessin, ou pour diviser une ligne @e‘f' en 
un certain nombre de parties harmoniques par rapport a un point quel- 
conque p’ pris pour origine, et quon nomme quelgque fois point de 
fuite dans les Traites de perspective, il n’est point indispensable de re- 
courir au calcul, comme nous venons de le faire, ni möme de construire 
d’abord une Echelle ordinaire de parties dgales comme lindigque la Fig. 3.; 
des operations purement lindaires ou qui s’ex&cutent avec la regle seule, 
suflisent pour atteindre le mäöme but. 

Remarquons d’abord que, quand une droite @’f’ est divisce en par- 
ties harmoniques aux points c’, d’, e',....., par rapport un point 


*%) Jene crois pas que ces dernieres proprietes de l’echelle harmonique aient encore &ie re- 
marquees des geometres; elle en possede quelques autres interessantes, auxquelles les precedentes 
nous condniroient aisement, mais dont l’exımen nons &carteroit de notre objet. On pent consul- 
ter, cet &gard, le Memoire de Mr. Brianchon, deja cite art. 8. ci-dessus. 
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p' qui sert d’origine aux segmens harmoniques, la m&me chose aura lieu 
encore (2. et 8.) dans toutes ses projections centrales ou perspectives sur 
une autre droite quelconque; c’est-ä-dire que, quel que soit le centre de 
projection s que lon aıt choisı en particulier, sı lon coupe le faisceau 
des projetantes sp‘, sa‘, sb’, .... sf‘ qui lui correspondent par une 
droite arbitraıre, le systeme de points qui en resulte, forme encore une 
echelle harmonıque, ayant pour origine le point röpondant p‘; c’est-a- 
dire, en un mot, que l’echelle harmonique est projective. Si, de plus, 
on prend pour transversale une droite @f parallöle a la projetante sp‘, 
ou que lorıgine des segmens harmoniques passe A Vinfini dans la pro- 


jection, lechelle harmonique se changera en une &chelle ordinaire de 
parties egales (?. et 


11. Supposons done (Fig. 4.) que a‘ et 5‘ etant les deux premiers 
points de division d’une Echelle harmonique, et p lorigine des segmens 
harmoniques ou le point de fuite, il s’agisse de construire successive- 
ment toutes les autres parties de l’öchelle, prolongee de part et d’autre de 
a’ jusquwä Yınfını: on tırera arbitrairement les deux droites pe’, ps‘’ par 
le point p, et lon joindra, par d’autres droites «‘’ 5’, un point quel- 
congue a’ de pe” aux points donnes a’ et b’, ces droites iront determi- 


ner sur 95‘ deux points s’ et s‘, dont on se servira ainsi qu’il suit pour 
construire l’echelle harmonique 


On tirera s”5’ qui rencontrera pe‘ en 5‘; tracant s’b’, elle ira 
rencontrer pf’ au 3° point de division harmonique c’; tragant ensuite 
c’s’, elle rencontrera pe‘ en c’, et s’c’/ ıra construire le 4° point de 
division d’; ıl est evident que l’on pourra poursuivre cette operation ä vo- 
lonte, soit a droite, soit a gauche du point @’, ce qui donnera l’echelle har- 
monique demandee a‘, 

En eflet, sı lon met la figure en projection sur un nouveau plan 
parallele a ps/s”, c’est a dire tel que cette droite passe a l’infini, les qua- 
drilateres .... seront des parallelogrammes, et 
par consequent la droite @’f’ sera une &chelle ordinaire de parties ega- 


*, Ces constructions sont entierement analogues & ceiles que M. Brianchon a donnees pour 
la division d’une distance en parties egales dans les Applications de la Theorie des trans- 


versales (voy. $.51.et5%); mais, dans ce cas, elle ne peuvent s’eflfectuer uniquement avec la 
regle vu des alignemens. 
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les pour la nouvelle figure, de sorte qu’elle en est une de parties harmo- 
niques pour lancıenne. 

12. Supposons maintenant que, s’etant donne une distance quelcon- 
que af, il siagisse de la diviser en un certain nombre de parties harmo- 
niques relativement au point quelconque p pris pour origine: on tracera 
arbitrairement une droite pf‘ passant par pP, et l’on construira, comme 
ci-dessus, une &chelle harmonique quelconque par rapport 
a ce point, mais dont le nombre des divisions soit precisöment celui des 
parties qn’on veut obtenir sur af. Cela pose, on tracera les droites @ a‘, 
ff’ qui, par leur intersection, donneront le point s, dont on se servira 
pour projeter les points de division de l’Echelle a’f’ sur af. 1 est Evi- 
dent, en effet, qu’a cause que la relation harmonique est projective, les 
points b, c, .... aınsi obtenus seront les points demandes. 

Mais si, le nombre de parties harmoniques de af etant m +n, 
ou demandoit sımplement le point d qui appartient a la n* partie, comme 
dans le problöme ci-dessus (9.) resolu a l’aide du calcul, ayant d’ailleurs 
construit l’echelle harmonique @’f’, il n’y auroit autre chose faire 
projeter le 2° point de division d’ en d sur af, a partir de s. 

Ces dernieres considerations, quoiquelles nous aient un peu Ecarte 


de notre premier objet, nous seront ncanmoins utiles pour ce qui concerne 
la partie des applications. 


Du centre des moyennes harmonique des points 
quelconques ranges en ligne droite. 


13. Jusquici nous nous sommes bornes a comparer la division 
en parlıes egales a celle en parties harmoniques; mais on peut &tendre 
plus loın lobjet des ce definitions, en observant, en general, que toutes les 
relations ou proprictes qui ont pour fondement la division en parties ega- 
les, doivent pouvoir se convertir en des relations ou proprietes analogues 
de la division harmonique; or de cette nature sont evidemment toutes 
celles quı concernent les centres de moyennes distances. 

Soient, par exemple, a, 2, c (Fig. 5.) trois points quelcongues situes 
en ligne droite; soit 9 le oentre de moyennes distances de ces points, p un 
point quelconque prıis pour origine des segmens, on aura, comme on sait, 


b 
= 
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pourvu qu’on ait egard a la regle des signes posee ci-dessus (6.). Proje- 
tons les points a, b, c, 9 sur une droite quelconque «’d‘, A partir d’un 
point arbitraire s et soient «a’, 5‘, c’, g‘ les points de la projection, on 
peut se demander quel röle le point 9° jouera par rapport aux points 
a’, b/, ce’. Or je dıs qu’en nommant p’ le point qui represente, sur a/c', 
celui a Fınfinı de ad, et dont la projetante sp‘ est ainsı parallele a ad, 


toujours en ayant dgard ä la regle des signes fr vient d’ötre ıindiquee. 


on aura 


Pour le prouver, il nous suflira de rechercher la maniere dont on 
peut obtenir les points g et 9° au moyen de ceux dont ils dependent re- 
spectivement. 

Pour le point 9, il faut, comme on sait, prendre le milieu x de 
ab, puis diviser cx en trois parties Egales, et prendre le premier point 
de division 9, ä partir de x, pour le point demande; en eflet on aura, 

2px =paHtpb, | 


Or, pour obtenir ce qui concerne le point g‘ de la projection, il 


sufira evidemment de remplacer la division en parties egales par la di- 
vision harmonique, en prenant p’ pour origine; c’est a dire (3. et 9.) que, 
dans les relations cı-dessus, ıl faudra sımplement remplacer les segmens 
qui se rapportent au point arbitraire >, par les recıproques de ceux qui 
repondent au point p‘, projection de Bun a Vinfinı de @c; on aura donc, 
\pfa’ ' p 
ce qui pröcede montre aussi, d’apres Tarticle 12., comment il faudroit s’y 
prendre pour construire directement le point 9° avec la regle, et sans 
recourir ä la division en parties @gales qu'indique la figure. 


14. Le cas olı l’on remplaceroit les troıs points @, 5, c par quatre 
points quelconques seroit encore plus facıle a etablir. En effet, sl s’agit- 
toit d’obtenir leur centre des moyennes distances, ıl sufhiroit evidemment 
de prendre le milieu ou le centre des moyennes distances de deux quel- 
conques de ces points, puis celui des deux autres, puis enfin le centre des 
moyennes distances des deux centres partiels ainsi trouv&s; ce qui donne- 
roit de suite, en nommant d le quatrieme point, et conservant d’ailleurs 
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les m&mes denominations que cı-dessus, 


a b d 


et parconsequent, en ala une quelconque «’e‘, 
1 

En general, on voit que, quel que soit le nombre zn des points 
a,b, ec, d,.... ranges sur une m&me droite, le centre 9 des moyennes 
distances de tous ces points sera unique, et tel qu’en le projetant ainsi 
que ces points, sur une droite quelconque en a‘, b/, d’,...., et 
nommant p’ le point qui reprösente celui a Tinfinn de la proposce abe, 
on aura 


1 1 1 1 1 1 ) 
Oti 
22} 


pourvu encore qu'on air egard A 1a regle des signes posee art.6. On 
voit de plus (12.), comment on pourra construire, avec la regle seule et 
sans recourir aux centres des moyennes distances, le point g‘ dont ıl s’a- 
git, quand tous les autres «@‘, c, d’,... seront donnes aınsı que le 
point p‘ qui sert d’origine commune aux segmens harmoniques; mais 
cette construction se faisant d’une manıere successive et assez penible, 
quand le nombre des points donnds est tant soit peu considerable, nous 
indiquerons plus tard des moyens generaux et simples pour y parvenır. 


15. Mac-Laurin, qui a eu a considerer, dans son Traite des 
courbes geometriques, quelques unes des proprietes du point 9° de- 
fini par les relations me£triques cı-dessus, et qui n’a point apergu l’analogıe 
qui regnoit entre ce point et le centre des moyennes distances, nı les 
moyens de deduire l’un de ces points de l’autre, s’y prenoit d’une ma- 
niere difi@rente pour construire la valeur de p’g’: ıl determinoit, a laide 


du procede de larticle7., le point dont la distance a p’ a pour recipro- 


= 
que la somme des reciproques de p’a’ et de p’b’, c’est a dire ats 


puis le nouveau point dont la distance a p’ a pour recıproque la somme 
= du point deja obtenu et du point c’est-äa-dire 


. puis etc.; car, en nommant (° le dernier point aınsi 


30* 


4. 
= 
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obtenu, on aura 

1 1 m 
et par consequent p»'g’ == mp‘()': cette methoda a, comme on voit, lin- 


convenient d’exiger l’emploi de la regle et du compas reunis, au lieu que 


1 1 


la preeedente n’exige simplement que celui de la regle. 

Mac-Laurin nomme p’g‘ la moyenne harmonique des 
segmens p’a‘, p’b‘, p'c’,.....; nous pourrons donc dire aussi, par ana- 
logie, que le point 9‘, projection du centre des moyennes distances des 
points a, b, ec,.... en nombre 77, est lun-m&me le centre des mo- 
yennes harmoniques des points a‘, c‘,..... de la projection, par 
rapport a p’ quı represente Je point ä Yinfini de pe; or cette definition 
s’accorde parfaitement avec celle de lart. 4, dont elle n’est guere que 
l’extension; et, comme icı le faisceau des projetantes sa’, sb’, sc’, .... 
conserve les mömes propridtes a l’egard de sp‘, sg‘, quelle que soit la trans- 
versale »’c’, on pourra dire encore que la projetante sy‘ est l’axe des 
moyennes harmonıques du faisceau dont il sagit; et cela non d’une 
manıere absolue, mais seulement par rapport a la projetante sp‘ qui, ä 
son tour, conservera le nom d’axe des orıgines harmoniques, et 
qui, venant ä passer ä linfini avec les points, changera evidemment la 
projetante sy‘ en un simple axe des moyennes distances. 


16. Les relations qui definissent le centre 9° (Fig. 5.) des moyen- 
nes harmoniques &tant projectives (14.), ou telles qwelles subsistent dans 
toutes les projections centrales de la figure, on voit que les definitions et 
proprictes precedentes seront applicables directement a un faisceau quel- 
conque de droites projetantes qui s’appuieroient sur des points donnes en 
ligne droite, sur leur centre de moyenne harmonique et sur l'origine re- 
lative A ce centre; c’est-ä-dire que toute transversale determinera, dans 
ce faisceau, un nouveau syst&me de points quı auront entr’eux la m&me 
corrclation que les premiers, sauf le cas ou la transversale sera parallele 
a Taxe des origines, et pour lequel l’origine des segmens harmoniques 
passant ä linfini, le centre des moyennes harmoniques se changera @vi- 
demment en un centre des moyennes distances. 

Enfin on voit que si, par Torigine des segmens harmonıques de 
plusieurs points situes en ligne droite, on m£&ne une droite ou un axe quel- 
conque, et qu'on abaisse, de ces differens points et de leur centre de mo- 
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yennes harmoniques des ordonnees sur cet axe, qui soient parall&les en- 
tr’elles, et a un autre axe arbitraire, celle qui r&epond au centre de mo- 
yennes harmonigques, sera encore la moyenne harmonique de toutes cel- 
les quı repondent aux points proposes; propridte qui est entierement 
analogue a celle du centre des moyennes distances, si ce n’est que, pour 
ce dernier, l’origine etant entierement arbitraire, il en est de m@me des 
axes de projection. 

17. Au surplus, on peut partir de la definition gencrale du cen- 
tre des moyennes harmoniques, pour etablir directement ses diverses pro- 
prietes, sans recourir aux Consid£rations precedentes, qui d’ailleurs nous 
paraissent meriter lattention des geometres. Or cette nouvelle maniere 
d’envisager la question va nous conduire ä d’autres resultats non moins 
remarquables que les premiers. 

Soient a, b, c, d, .... (Fig. 6.) des points quelcongues, en nombre 
m, ranges sur une m&me droite, et » un point arbitraire de cette droite 
pris pour origine des segmens; regardons, d’apres la regle de Vart. 6., 
comme positifs tous les segmens qui sont ä droite de >, et comme ne- 
gatifs ceux qui sont dıriges dans le sens contraire. Cela pose sı l’on 
choisit, sur la droite dont ‚un g tel que 


P4 
en attrıibuant a chaque le signe qu'il avoıir d’apres le sens du 


segment qu'il renferme, le point 9, ainsi determine, sera unique et le 
centre des moyennes harmoniques des points a, db, ec, d,.... relative- 
ment ä p. Il s’agit, en premier lieu, de prouver que ce point est pro- 
jectif, c’est-a-dire tel qu’en le mettant en projection, sur une droite 
quelconque p’d’ et a partir d’un point arbitraire s de l’espace, aussı bien 
que le syst&me de tous les points que l’en considere sur pd, la relation 
cı-dessus aura toujours lieu entre ces differens points. 

Pour y parvenir nous mettrons cette relation sous la forme sui- 
vante, afın d’en mieux &tudier ses proprietes: 


etc. = 0. 
ra papg pı pb bp.pq 
f 


\ 

A 

= 

24 p cp . 
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donc, substituant et supprimant le facteur 79 commun ä tous les termes, 
il viendra 


equation dans laquelle les termes negatıfs proviennent uniquement des 
points @, 6b, c,..... quwon a supposes a gauche de g. Mais, d’apres la 
rögle de signes admise ci-dessus pour la definition du point 9, chaque 
terme devra conserver le signe qu'il a actuellement, ou en changer, selon 
que le point db, c,.... auquel ıl se rapporte sera droite ou gauche 
du point done l’equation ci-dessus pourra remplacde generale- 


ment par cette autre 


29,2% 


pourvu que, dans chaque position des points du systeme, on attribue le 
signe + ou le signe a un segment quelconque, selon qu'il est situe 
sur la droite ou sur la gauche de celles des origines p ou g ä la quelle 
ıl se rapporte, ou ce qui revient au m&me et ce qui est plus simple en- 
core, pourvu qu’on attrıbue a chaque terme de la relation cı-dessus le 
signe + ou le signe —, selon que les deux segmens qui y entrent sont 
diriges dans le m&me sens ou en sens contraire, par rapport ä celui des 


points @, b, .... qui leur est commun. 

D’apres cela, on pourra €noncer ainsı d’une maniere generale la 
relation dont ıl saagıt: 

L’origıne p etle centre 9 des moyennes harmoniques 
d’un nombre quelconque de points a, db, c,d,.... rangesen 
ligne droite, sont tels que, sı l’on prend successivement le 
rapport des dıstances de chacun de ces pointsäygetäp, la 
somme de tous ces rapports sera nulle, en attrıbuant le sıgne 
+ ou le sıgne — a un rapport quelconque, selon que le point 
correspondant est sıtue sur l’un des prolongemens de la 
distance 99, ou entre Ses extremites. 


18. Cet &nonce n’est evidemment que lrextension de celuı quı se 
rapporte au cas particulier de l’art. 1. d’ol nous sommes partis, et dans 
le quel ou ne considere que deux points @ et db; prouvons maintenant 
quil s’applique ä toutes les projections de la figure faite, d’un point quel- 
conque s de l’espace, sur une droite arbitraire p’d‘ du plan spd, et par 


ap 
_ 
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consequent qu'il en est de m&me de la relation (17.) d’ou nous som- 
mes partis. 

En effet, d’apres ce qui a die etabli art. 9. et suiv. du Traite 
des proprietds projectives, on a, en nommant P la perpendi- 
culaire abaissce de s sur pd, et 9, 9, @, b, C,..... les projetantes 


ap=sin(asp)—, ep=sin(esp), 


Donc en sustituant ces expressions dans la derniere relation ci-dessus, 
et supprimant les facteurs communs a tous les termes, on aura la nou- 
velle relatıon 


0, 


sinasp sinbsp sıncsp 

qui exprime quiil y a entre les sinus des angles projetants la m&me re- 
latıon quentre les segmens qui leur correspondent respectivement. Or 
de la on conclut aisement, et par reciproque, que, cette relation ayant 
lieu pour le faisceau des droites projetantes, il faut necessairement qu’elle 
subsiste entre les segmens d’une transversale quelconque p’d’ prise pour 
axe de projection des segmens; donc enfin la relation examince est de 
sa nature projective, aınsı quil sagissoit de le damontrer directement; 
c’est-A-dire que, dans le faisceau ci-dessus, les projetantes sp et sg sont 
des axes (15.) d’origines et de moyennes harmoniques relative- 
ment & toutes les autres. 


19. Remarquons en passant que, quoique la relation examıinde en 
dernier lieu, subsiste entre les sinus des angles projetans des differens 
segmens qui y entrent, on ne sauroit pourtant en conclure que celle 
d’ou nous sommes partis (17.) jouisse de la m&me propriete; or, je dis 
que cette derniere relation aura encore lieu de la m&me manicre, non 
plus entre les sinus des angles projetans des diflörens segmens, mais en- 
tre les tangentes trigonometriques de ces _— c’est-a-dire qu’on aura 


tangpsgq tangpsa tangpsb lang psc 
En effet, la relation dont il s’agit &tant projective d’apres ce qui precede, 
devra subsister pour une transversale »‘d’ perpendiculaire a la proje- 
tante sp du point p, mais les segmens p‘g’, p'b‘, p'c',.... de 


= 
an 

= 

N 
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cette transversale, sont evidemment alors proportionnels aux tangentes tri- 
gonometriques des angles projetants quı leur correspondent respective- 
ment; donc la relation cı-dessus a lieu entre ces tangentes, comme il 
s’agissoit de le demontrer, et comme il seroit facile de l’etablir de plu- 
sieurs autres Manıeres. 


20. La transformation que nous avons fait subir, art. 17., a la 
relation qui definit le centre des moyennes harmoniques, n’est pas la seule 
qui puisse lJui convenir, et il en est d’autres qui ne sont pas moins dignes 
de remarque, et qui sont tout aussi generales. 

En eflet, soit # un point quelconque de la direction de pd, pris 
pour nourelle origine des segmens, servant a remplacer Torigine >, on 
aura identiquement 

pa—py=da—Ay, pe—pg=Ac— Ay, 
pd—pe=Ad—Ac,.... 
pourvu quon regarde comme positifs les segmens des points placds a la 
droite de 4, et comme negatifs ceux des points places a la gauche de ce 
point; donc on aura aussı 


749 p« pe.pqg pa.pg pa’ 
1 1 ! A 1 1 1 A A 1 


pg pb.pq rı pe "pc 
dou, en substituant dans la premiere des transformees de l’art. 17., et 
multipliant tout par 


pa b pe p Dd 


= (— 


pP 


— ete) = 


relation qui est assujettie a la m&me regle de signes que celle de l’en- 
droit cite, et qui, de plus, la renferme comme cas particulier, puisqu'elle 
redonne celle-cı quand on y suppose ==0, ou qu'on suppose le point 
A en g. En admettant möme que lorigine arbitraire 4 soit linfini, 
les segmens infinis devant ctre censes egaux, disparaitront comme 
facteurs communs A tous les termes, et Jon retombera sur la relation 
1 1 m 
don nous sommes partis en premier lıeu. 
Mais la relation generale obtenue en dernier lieu, conduit ä beau- 
coup d’autres relations semblables, selon quon suppose le point 4 plac« 
en ou bouc....; par exemple: ss Aea=0, on aura 
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mag ab ac ad 
eic., 
pb + 


relatıon dans la quelle ıl faudra avoir egard & la regle de signes posce 
cı-devant, en regardant « et p comme les origines des divers segmens. 
Elle deviendroit de m&me, pour Jb=0, Ac=0, etc. 


m! ba be bd 
etc. 
__ ch cd 


dou en deduiroit une infinite d’autres. 

Ces diverses relations, y compris celle d’oü elles derivent, satıs- 
font toutes aux conditions indiqueces art. 1S.; done, non seulement elles 
sont projectives, maıs elles ont encore heu d’une maniere semblable en- 
tre les sinus des angles projetans qui r&pondent aux differens segmens. 


21. Ce qui precede sufit pour faire apercevoir que le point 9, 
ou le centre des moyennes harmoniques de points ranges en 
ligne droite, ofire, dans ses propriötes, l’analogie la plus grande avec ce 
que lon nomme le centre des moyennes distances de points pa- 
reils; pour la meitre dans tout son jour, ıl ne saagıt evidemment (14) 
que d’examiner ce qui arrıve dans les relations cı- dessus, pour le cas ou 
Von suppose le point p, quı sert d’orıgine aux segmens harmoniques, sıtuc 
a Vinfinı sur ad. Mais alors tous les segmens qui ce comptent de ce 
point, sont infinis et doivent egaux comme ne diffcrant en- 
tr'eux que d’une quantite finie; donc la generale trouvee cı-dessus, 


Aa Ab Ad 

pb +7 +77 are etc., 
se reduira simplement a Ja suivante 

ndg = 


dans laquelle les differens termes devront, d’apres ce qui precede, tre 


aflectes du signe + ou du signe —, selon que le point auquel ıls se rap- 
portent sera a droite ou a gauche de l’origine -f des segmens, et quı aura 
hieu quelle que soit la position de cette origine relativement aux points 
donnde @, b, or on reconnoit ici la propriete caract£ristique de 
ce qu’on nomme le centre des moyennes distances. 

De plus, puisque la relation generale ci-dessus est de sa nature 
projective, on voit que lun de ces systömes pourra toujours &tre envı- 
comme la projection centrale ou perspective de l’autre, aınsı que 

Crelle’s Jonrna!. III. Bd. 3. Hft. 
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cela a deja ete etabli d’une maniere differente art. 14. et 16. de ce me- 
moire. On peut d’ailleurs, comme on va le voir, partir directement de 
la definition particuliere du centre des moyennes distances pour en de- 
duire celle, beaucoup plus generale, qui convient au centre des moyen- 
nes harmonıques. 

En effet, sı nous nommons p le point a linfini de ad, ety le cen- 
tre des moyennes distances des points a, b, c, d,...., nous pourrons, 
d’apres le raisonnement deja ctablı ci-dessus, mettre la relation particu- 


quı definit ce centre sous la generale, 
__ Ab Ad 


— + +5 eic.; 


pa pb 
or cette relatıon, dans la quelle les HE = se mesurent du point p, 


sont ınfınis et egaux, satisfait aux conditions indiquees art. 1S.; donc elle 


aura lieu a la fois pour toutes les perspectives du syst&me propose sur 
des droites arbitraires; et par consequent, dans ces perspectives, le centre 
des moyennes distances deviendra le centre des moyennes harmoniques. 


22.  Supposons maintenant que, dans l’equation generale relative 


au centre des moyennes harmoniques 9, les segmens relatıfs a ce centre 
deviennent infinis, ou si Von veut, supposons le point 9 a linfini, ce qu’on 
peut toujours obtenir en mettant la figure en projection sur une droite 
quelconque parallele ä la projetante de se point; le rapport des segmens 
infinis fg, p9 devenant l’unite, Ion aura pour definir alors le point cor- 
respondant p, la nouvelle relation 


Mais loorigine „4 &tant entierement arbitraire, on peut egalement 

la supposer ä Yinfini, confondue avec 9, ce qui reduit la relation ci-des- 
sus a la suıvante, 


1 


p@ pe 

en supprimant les facteurs ou segmens egaux et infinis, or, sous cette 

forme, elle est une consequence tr&es simple de celle d’ou nous sommes 

partis (17.) pour la definition du centre 9 des moyennes harmonıques. 
On voit, d’apres cela, que les points p et 9 ne sont pas reciproques, 

et ne jouissent pas entr’eux des m&mes proprietes a l’egard des points 

a,b, c,d,.... comme sembleroit lindiquer le cas particulier oü ces 


derniers points sont au nombre de deux seulement (6.); aussı arrıve-t-il 
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que, bien qu’il ne corresponde necessairement qu'un seul point 9, ou qu’un 
seul centre des moyennes harmoniques relativement ä un m&me point » 
prıs pour origine (14.), et aux 2 points donnes a, b, c, d,...., cepen- 
dant ıl existe, en general, zz — ı points » repondans aA un me&me point 9, 
choisı a volonte, et aux points donnes a, b, c, .... Cest ce qu'il est, 
en effet, aıse de demontrer, avec ou sans calcul; mais, comme cette de- 
monstration exige des developpemens qui ne seroient pas ici ä leur place, 
nous nous abstiendrons, pour le moment, de la donner, en renvoyant le 
lecteur a nos prochains me&moires. 


23. Avant de terminer ce sujet, nous remardnuerons que les diver- 
ses transformations que nous avons fait subir ä la relation du No. 17., et 
qui expriment autant de proprietes du centre des moyennes harmonigques, 
sont uniquement basces sur ce que le nombre 7” est precisement egal a 
celus qui marque le nombre des points donnes a, b, c,.... Pour toute 
autre valeur de 77, ces transformations seroient evidemment ımpossibles, 
ou du moins on seroit conduit a d’autres resultats, et la relation cesseroit 
d’ötre projective sous sa forme actuelle Dans ces m&mes circonstances, 
pour construire le point g9 defini par cette relation, il faudra ndcessaire- 
ment faire usage de mesures graduees ou du compas, tandıs que la 
construction du centre des moyennes harmoniques n’exige, comme on la 
fait voir (14.), que Vusage de la regle seule. 

Supposons, par exemple, quil sagisse de construire le point () (Fig. 6.) 
tel qu’on ait, en egard des etablie cı-dessus: 


pe 

n etant un nombre zo. On pourra A construire avec la regle, 
le centre moyennes harmonıques 9 des points donnes a, b, 0, d,.... 
par rapport a a lorigine >; ce ne vg m etant le nombre de ces points 


m 1 1 
dou 
m n 
et = —P9 
expression qu’on ne pourra construire qu’a l’aide de mesures graduees ou 


du compas. 
Il est evident qu’on pourroit aussi operer directement, comme ıl a 


ete indique art. 
31” 


= 
= 
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24. En general, une &quation dont les deux membres seroient 
composes de la somme d’une suite de reciproques assujetties a la regle 
de sıgnes posde ci-dessus, et d’ailleurs multipliees par des co@fficiens nu- 
meriques quelcongues, sera ou non projective sous sa forme actuelle, et 
appartiendra ou non a la geometrie de la regle, toutes les foıs que 
la somme des coöfliciens numceriques relatifs a chaque terme, sera, ab- 
straction faite des signes de position, ou ne sera pas la m&öme de part 
et d’autre. 


Pour fixer nos iddes, supposons d’abord que l’on ait entre les points 


9% a,b, c,.... (Fig. 6.) la relation 
m 4... m 


dans laquelle m’, m’, .... des coöfliciens numeriques quel- 
conques, positifs ou negatifs, mais ındependans de la position des points 
a,b, alegard de p; cette equation etant d’ailleurs assujettie 
a la regle de signes posce art. 6., elle se changera &evidemment en ces 


deux autres, par des transformations analogues a celles des No. 17. et 20.: 
mag m’! m’’dg 

ap + bp + + 

mAa m’ Al m’ m''Ad 


+ 


pa pe pd PI 
./ etant une nouvelle orıgıne quelconque; et recıproquement, de celle-ci 


m’b 


on pourra conclure la relation primitive. Mais ces relations sont pro- 
jectives (18.), donc il en sera de m&me de la primitive; je dis en outre 
qu’elles appartiennent ä la geometrie lıineaıire ou de la regle. 


En effet, au moyen de la regle, on trouvera (12.) le point x de 
@b tel, quen supposant eb divisee en m=-+- m’ parties harmoniques par 
rapport ä 2, ax en contienne m’ et 5x, m: or on aura, d’apres lart. 9., 
Pareillement on trouvera avec la regle, sur ex le point 7‘ qui 
repond ä la 7” partie harmonique de cette distance supposde en contenir 
m + m‘, et l’on aura | 


m m’’ m-- m’ m’ m m’ m 


et ainsı de suite. Donc on arrıvera A un dernier point de division X tel 


quon aura: 
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_ m m’ m’! 


da 


et qui ne sera par consequent que le point g lui-m&me, le quel se trou- 
vera ainsı construit lindairement ou avec la regle seule. 


25. Supposons maintenant (Fig. 7.) qu’on ait la relation harmo- 
nıque quelcongque 
n n' m m’ m'’ 
relativement a des points @, b, C,...., 9% 7, situds en ligne droite, 
et A lorigine » des segmens harmoniques. 


Dapres ce qui precede, on pourra d’abord remplacer tous les points 
a,b, c,.... par un point Ä, constructible ä l’aide de la rögle, et tel 


qu’on aıt 
mtm’{m"+.... _ m m’ 
on en trouvera, de Ja m&me maniere, un autre F tel qu’on ait 
_ n n’ 


donc, d’apres la relation proposde, il viendra 
_ m+m'+m’-+.... 
pY pX 
Si done z+n’+n"+.... = m+m'+ le point X 
devra se confondre avec le point F, et parconsequent la relation d’oüu l’on 
est parti, appartiendra uniquement a la geometrie de la regle et sera 
d’ailleurs projective d’apres ce qui precede, tandıs quelle exigera, pour 
etre construite, la regle et le compas dans toute autre supposition. 


26. Ces diverses considerations nous permettent de generaliser la 
definition du centre des moyennes harmoniques, a peu pres comme lont 
deja fait MM. Carnot et Simon L’huilier de Geneve, ä l’egard du 
centre des moyennes distances: en posant, par exemple, pour la definition 
de ce point, l’equation 


etc., 
pq pa ' pb pe 
g pourra encore @ire appele le centre des moyennes harmonıques 


de ao, db, ..... relativement p, mais pour des coefliciens numeriques 
quelconques positifs m, m’, m’, .... Quant au cas ou quelques uns 
de ces coefliciens seroient negatifs independamment des signes de posı- 


- 
43 

: 
x 
= 
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tion des segmens auxquels ıls se rapportent, on pourroit nommer le point 
correspondant g l’ex-centre des moyennes harmoniques, comme 
l'a fait, d’une manıere analogue, Mr. L’huilier pour le cas des sim- 
ples dıstances. En effet, la relation cı-dessus conduisant a cette autre, 
d’apres ce qui a cte observe& plus haut (4), 

(mt m' tm"... 44 m’ Ab m’’ dc 


P9 pa + pb + pe 
on retombera dırectement sur les dEfinitions du centre et de l’ex-cen- 
tre des moyennes distances, definis par M. L’huilier, en supposant (?1.) 
le point » passe a lınfinı. 
27. Je crois inutile de pousser plus loın ces rapprochemens en- 


tıerement analogues a ceux qui ont cte etablis, dans ce qui precede, pour 
le cas particulier ou les cocHiciens zu, m‘, m‘, .... sont simplement egaux 
a Tunite; et je feraı seulement remarquer que les diverses definitions et 
propositions &tablies jusqu’a present, pour ce cas particulier, doivent s’e- 
tendre, de Ja m&öme manicre, au cas general: aınsi, par exemple, le point 
p sera toujours J erıgine des segmens harmonigues; et sı, dun 
point quelcongue de lrespace, on mene aux differens points que con- 
sidere des projetantes sp, 59, sa, Sb, SC, . .. celles qui appartiennent 
ap et ä g devront continuer A s’appeler (15.) les axes des origines et 
des moyennes harmoniıques de toutes les autres etc. 

Dans le paragraphe suivant, je montreraı comment on peut £ten- 
dre toute cette doctrine du centre des moyennes harmoniques, au cas oıı 
l’on considere des points quelcongues sıtucs dans un plan ou dans l’espace. 


Du centre des moyennes harmonigques d’un systeme de points 
quelconques situcs ou non dans un meme plan. 


25. Nous n’avons encore envisagc, jusquiapresent, que les pro- 
prieies relatives au centre des moyernes harmoniques de points ranges en 
ligne droite; mäis ce que nous avons dıt pour ce cas particulier va nous 
conduire, sans peine, a ce quı concerne le systäme d’un nombre quel- 
conque de points situes A volonte sur un plan ou dans l’espace; car tout 
consiste simplement a partir de la definition ordinaire du centre des mo- 
vennes distances pour en deduire, a l’aide de la perspective ou projection 
centrale, celle qui convient au centre des moyennes harmoniques en ge- 


neral, et les diverses propriet6s qui peuvent lui appartenir. Il est 
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entendu d’ailleurs que, dans tout ce qui va suivre, le centre des moyen- 
nes distances et celui des moyennes harmoniques seront pris par rapport 
a des cocfliciens numeriques quelconques, repondans respeclivement aux 
points proposes suivant les definitions admises No. 26. 

Considerons d’abord le cas ou le systäme des points proposes 
A, BD, C, D,.... (Fig. 8.) appartient a un möme plan, et soit le 
centre des moyennes distances de ces points: l’une des proprietids essen- 
tielles du point ( c’est que, si Ion fait la projection du systöme sur une 
droite arbıtraıre dd, et par des paralleles 4a, Bb, Ce,.... a un axe 
quelconque, la projetante Qg de Q), sera l’axe des moyennes distan- 
ces (15. et 27.) de celles des autres points du syst@me, de sorte que, pour 
la transversale arbitraire dd, le point Q qui appartient A cet axe, sera 
le centre des moyennes distances des points a, b, c, d,.... relatifs aux 
diverses projetantes, ou, en d’autres termes, il sera (21.), par rapport au 
point ä Yınfinı de dd, le centre des moyennes harmoniques, de ces me- 
mes points. 

Cela pose, voyons ce qui se passe dans la perspective de la figure 
sur un nouveau plan arbitraire: tout systöme de projetantes parallcles 
Aa, Bb, Cc,.... sera devenu (Fig. 9.) un faisceau de droites conver- 
gentes en un m&me point S, et tous les points de concours $ seront range&s 
sur une m&me droite PS, projection ou perspective de tous les points 
a Vınfinı du premier plan (Trait@ de proprietes projectives, No. 106.); le 
point p ou la droite PS ıra rencontrer la transversale arbitraire dd qui 
luı correspond, representera done aussi le point a linfini de bd dans la 
figure primitive 8., de sorte que le point 9 sera devenu (26.) le centre 
des moyennes harmoniques des points «, db, c,.... par rapport A p». 
Mais la droite dd est arbitraire; donc, pour tout faisceau de projetantes, 
semblable a celuı quı precede, la projetante SQ de Q sera (27.) l’axe des 
moyennes harmoniques de celles SB, SC, . des points proposes, 
par rapport a la droite ınvariable SP, qui, ici, sert d’axe commun des 


origines. 
29. D’apres cela, on peut dire que le point () est le centre des 
moyennes harmonıques des points proposes A, B, 0, ....; et cela 


non d’une maniere absolue, mais seulement par rapport ä la droite par- 
ticuliere PS, quon peut appeler l’axe des origines harmonigues. 
Or ıl sagit de prouver maintenant quun syst&me quelconque de points 


N 
vi 
IN 
5 
4 
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A, B,€,.... (Fıg.9.) etant donne sur un plan, aussi bien qn’une droite 
PS prise pour axe des origines harmoniques, on peut toujours determiner 
un point Q, et seulement un point (), qui jouisse, par rapport ä cette 
droite, des proprietes qui viennent d’ötre examinces, ou qui soit le centre 
des moyennes harmoniques des points proposes A, B, C,... . relative- 
ment a cette droite. 

Qu’on meite, en eflet, la figure en perspective sur un plan quel- 
conque parallele a la droite PS, c’est-a-dire tel que eette droite passe a 
Iınfıinı dans la nouvelle figure; ıl est clair, d’apres ce qui precede, que 
sil existe, pour la figure primitive, un ou plusieurs points qui soient des 
centres de moyennes harmoniques par rapport aux proposdes et a PS, 
tous ces centres devront se changer a la foıs, en des centres de moyen- 
nes distances pour la nouvelle figure; mais un systöme de points quel- 
conques ne sauroit avoir plus d’un centre de moyennes distances, et pos- 
s-de cependant toujours un tel point; done pareillement le syst&me des 
points proposes a toujours un centre de moyennes harmonigues par rap- 
port a une droite donnee a volonte sur son plan, et ne sauroit avoir 
guun seul point pareil pour chaque position donnee de cette droite, ce 
qui donne lieu a la proposition suivante. 

Une droıte, prise pour axe des orıgines, etant donnee 
a volonte dans le plan d’un systäme de points quelcongues, 
il existe un autire point et seulement un point, qu’on peut 
nommer le centre des moyennes harmonıiques des premiers 
par rapport a la droite proposke, et dont la propriete est 
telle que, sı d’un point quelcongue de cette droite, on mene 
des projetantes anx points donnes, l’axe (?7.) des moyennes 
harmonıques de toutes ces projetantes, par rapport ä la 
droiıte donnee, ıra toujours passer par le point fixe ou cen- 
tre des moyennes harmoniques dont il sagit. 

30. Lies propridies cı-dessus du centre des moyennes harmonı- 
ques de poınts quelconques situes sur un plan, se rapportent evidemment 
(24.) a celles que nous avons nommees projectives; done sı, d’iun point 
quelconque de l’espace, on fait la projection ou perspective de la figure 
sur un nouveau plan quelconque, le centre des moyennes harmoniques 
des points proposes ne cessera pas d’ötre un centre de moyennes harmo- 
niques en projection, par rapport a la droite qui represente l’axe des ori- 
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gines harmonıques du premier systöme; on pourra donc dire aussi que, 
dans l’espace, la projetante de ce point est l’axe des moyennes 
harmonıques des projetantes qui appartiennent aux points proposes, et 
cela non d’une maniere absolue, mais relativement au plan projetant 
de la droite d’ou se comptent les segmens harmoniques, plan qu'on peut 
aussi nommer pour cetie raiıson, plan des orıgınes harmonignes. 

Ces definitions sont evidemment des extensions de celles de lart. 27. 
relatives aux faisceaux de droites convergentes tracdes dans un möme 
plan, et elles donnent lieu a l’enonce qui suit: 

Un syst&me de points queliconques &tant situe dans 
un m&me plan, et un plan quelconque &tant donneä volonte 
dans l’espace, sı, d’un point choisı arbitrairement dans ce 
dernier plan, on mene des droites ou projetantes aux diffe- 
rens points du premier, puis qu’on determine, par rapport 
au second plan considere comme plan des orıgınes, l’axe 
des moyennes harmoniques de ces droites, tous ses axes sem- 
blables iront passer par un m&me point, qui sera 9.) le cen- 
tre des moyennes harmoniques des propose&s, relativement ä 
la droite d’ıntersection de son plan et du plan des orıgınes. 

31. Maintenant ıl ne nous sera pas dıfhicıle d’etendre ces consi- 
derations au cas ou les points proposes A, B, (, D,.... (Fig. 9.) au 
lieu d’etre sur un m&me plan, sont situes d’une manicre quelconque 
dans lespace. 

Remarquons d’abord quun syst&me pareıl a toujours un centre de 
moyennes distances et n’en a qu’un seul dont la propriet@ est que, „si 
„lon projette par des paralleles quelconques, tous les points pro- 
„poses sur un plan arbitraire, la projection de ce centre sera encore le 
„centre des moyennes distances de la projection des autres points du 
„systöme; c’est-a-dire que la projetante quı luı est relative sera l’axe 
„des moyennes distances de celles des autres points de la figure.” 

Mais, d’apres les principes que nous avons £tablis dans le Traite 
des proprietes projectives (Supplement. No, 5.6. et suiv.), la figure 
quwon vient de considerer peut toujours censce la perspective en 
relief d’une autre, dans la quelle tous les points ä Tınlini de Pespace, 
relatifs A la premicre, sont remplacds par ceux d’un plan unique; de 
sorte que les differens faisceaux de projetantes paralleles de cette figure, 
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sont devenus des faisceaux de droites convergeants en des points de ce 
plan. De plus, dans la nouvelle figure, les centres et axes de moyennes 
distances sont devenus (30.) des centres et axes de moyennes harmoni- 
ques par rapport au plan dont ıl s’agit ou aux droites quı le concernent; 
et d’un autre cöte, quelle que soit la situation d’un plan a l’egard d’un 
syst&me de points quelconques donnes dans l’espace, on peut toujours, d’a- 
pres les principes cites, considerer ce syst£me comme la perspective en 
relief d’un autre pour lequel le plan dont ıl s’agit est passe Aa Tinfini; 
done enfıin: 

Un systäme de points quelconques, et un plan &tant 
donne&s dans l’espace, ıl existe toujours un autre point etun 
seul point, qu’on peut nommer centre des moyennes harmo- 
nigues des propos&es par rapport au plan que l’on considere 
en particulier, et dont la propriete est telle que, sı on le 
projette aıinsı que tous les proposes sur un nouveau plan ar- 
bıtraire et a partır d’un point quelconque du premier pris 
pour centre de projecetion, ıl demeure dans cette projection 
un centre de moyennes harmonique relativement ä la droite 
d’intersection des deux plans; c’est-a-dire que la projetante 
quı le vrenferme est (30.) l’axe des moyenes harmoniıques de 
toutes les autres, relativement au plan quı contient tous les 
centres de projection, et qui est encore ici le plan des 
origines harmoniqgues. 

32. Sl etoit permis de se servir du compas ou du trace des par- 
alleles, ce qui precede montre assez comment on devroit operer pour ob- 
tenir le centre des moyennes harmoniques d’un syst&me de points 
quelconques situes dans un plan ou en general dans l’espace; car, en 
mettant le systöme de ces points en perspective de facon que la droite 
ou le plan des orıgines harmoniques, quon s’est donne arbitrairement, 
passe ä linfini, tout reviendrait a determiner le centre des moyennes dı- 
stances des points de la nouvelle figure et A le projeter sur la premiere. 

Mais, si Ion veut simplement operer avec la regle, il faudra s’y 
prendre d’une autre maniere. 

Par exemple, si les points proposes 4, B, C, D, .... (Fig. 9.) sont 
dans un m&me plan, ainsi que la droite PS qui sert d’origine aux 
segmens harmoniques, il faudra, de deux points differens 5, 5‘ de cette 
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droite, faire la perspective ou projection centrale des proposes sur deux 
droites arbitraires telles que pd par exemple; cherchant ensuite, par les 
procedes du No,24., et pour chaque droite pd, le centre des moyennes 
harmoniques 9 des points a, b, c, d,... . de la projection, et cela par 
rapport au point > qui appartient ä laxe PS des origines harmonigques, 
ies projetantes 9,5 des centres partiels ainsi obtenus, iront se couper au 
centre unique (29.) () des moyennes harmoniques que l’on cherche. 

Si les points proposes A, B, (, .... etoient situ6s d’une maniere 
quelconque dans l’espace, ıl sufhroit evidemment de remplacer, dans les 
operations ci-dessus, laxe PS des origines harmoniques et les transver- 
sales arbitraires pd par des plans. 

33. Mais on peut aussı operer directement sur les points proposes, 
sans recourir a la projection, ainsı que cela se pratique lorsquiil s’agit 
de trouver le centre des moyennes distances; et cette methode aura en 
meme temps l’avantage d’etre plus expeditive que la precedente. 

Pour cela, il suffit d’observer, d’apres ce quı precede, que un de 
ces systemes peut toujours &tre envisage comme la perspective de l’au- 
tre, et quwiil n’y a de difference entre eux, qu’en ce que, pour le cas des 
moyennes distances, le point, la droite, le plan qui servent d’origine aux 
segmens harmoniques, sont situes entierement a Tinfini, de sorte que 
les syst&mes de lignes qni y convergent sont des systömes de parallcles, 
tandisque les dıvisions harmoniques sont remplacdes par les divisions en 
parties Egales, et vice versa pour lautre syst&me de points. 

Soient, par exemple, #4, B, € (Fig. 10.) troıs points quelconques 
dont il faille trouver le centre des moyennes harmoniques () par rapport 
a la droite PP’; on se rappelera que, dans le cas ou la droite PP’ est a 
Pinfini, et ou le point Q devient (Fig. 11.) le centre des moyennes dı- 
stances de 4, B, C, on n’a qu’a prendre les points milieux 9, g‘, g‘ des 
cötes du triangle ABC, et a joindre par une droite chacun de ces points 
au sommet oppose du triangle; car ces droites donneront, par leur croi- 
sement, le point () demande. Operant donc de la möme maniere sur le 
triangle propose ABC (Fig. 10.), en prenant (?. et 7.) pour les points 
9, 9', 9, les centres de moyennes harmoniques des couples de sommets 
correspondans, et cela en choisissant pour orıgınes respectives des seg- 
mens harmoniques les points P, P’/, P', ou les cötes du triangle Sb 


vont rencontrer la droite PP‘, Je point (), aınsı construit, sera le cen- 


x 
4» 
+ 
z 
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tre des moyennes harmoniques des sommets 4, B, C par rapport ä 
cette droite. 


34. Pour le cas de quatre points 4, B, C, D (Fig. i2.), dont on 
veut avoır le centre O des moyennes harmoniques par rapport ä la droite 
P’P“, on prendra ces points pour les sommets d’un quadrilatere SBCD, 
dont on prolongera les cötes jusqu’a la droite P/P',; on determinera en- 
suite les centres des moyennes harmoniques 9, 9‘, 9”, g‘'‘ des paires de 
sommets apparienans a chaque cöte, et cela relativement au point de ren- 
contre de ce cöte et de la droite P/P'; joignant ensuite ceux de ces cen- 
tres qui se trouvent sur les cötes opposes du quadrilatere, on aura les 
droites 99°, dont Yintersection ( sera le point demande; car c'est 
ainsi quwon opereroit sı la droite passant a Yinfini, il s’agissoit de 
determiner le centre () des moyennes distances des points 4, B, C, D. 

On pourroit d’ailleurs remplacer le quadrilatere 4BCD par tout 
autre qui auroıt les mömes sommets; on pourroit aussi chercher le cen- 
tre des moyennes harmoniques de trois quelconques des points proposcs, 
et le joindre au quatrieme par une droite qui deyroit renfermer le point 
cherche ete.; dans tous les cas on obtiendra un point unique (), comme 
cela a lieu lorsqu’on suppose l’axe des origines P'P” a Yinfinı. 


39. Sı lon avoit cing points ä considerer, on rechercheroit d’a- 
bord le contre des moyennes harmoniques de quatre quelconques de 
ces points; et Ja droite quı le joindroit au cinquieme, renfermeroit le 
centre des moyennes harmoniques du syst&me total des points don- 
nes; une nouvelle operation analogue donneroit donc ce centre luı- 
meme. En gendral, on pourra prendre le centre des moyennes harmo- 
niques d'un certain nombre de points, puis le centre pareil des points re- 
stans; la droite qui renfermera les deux centres ainsi trouves contiendra 
aussi celui du syst&me total des points donnes. Mais, au lieu de recher- 
cher une nouvelle droite quı contienne ce dernier centre, on pourra se 
contenter de determiner, sur la premiere (9. et 12.), le centre des mo- 
yennes harmoniques des deux centres partiels deja trouves, relativement 
aux nombres qui marquent de combien de points ces centres respectifs 
proviennent etc. 


On voit comment ıl faudroit s’y prendre pour un nombre quel- 
conque de points qui seroient supposes dans leespace; il suffiroit, dans les 
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operations ci-dessus, de remplacer la transversale P‘P‘ par un plan, ainsi 
quil a deja ete explique (32.). 

36. Ce qui precede est simplement relatif au cas oü les cocfh- 
ciens numeriques, par rapport auxquels on prend les centres de moyen- 
nes harmoniques, sont egaux aA lunite ou egaux entre eux; mais il est 
evident d’apres les art. 26., 27. etc. que tout ce que nous avons pu dire, 
jusqu’a present, de ce cas particulier, est immediatement applicable a ce- 
luı ou les coefliciens seroient des nombres quelconques r&epondant respec- 
tivement aux points donnes. Ainsi, par exemple, sı Yon a trois points 
A, B, C (Fig. 10.) dont m, m‘, m‘ sont les coefliciens num&riques re- 
spectifs, et qu'il s’agısse d’en trouver le centre des moyennes harmoni- 
ques (), par rapport a ces coefliciens et a la droite P, P’; on prendra 
d’abord (9. et 12.) le centre des moyennes harmoniques 9 des points A 
et P, par rapport aux coeflicien 7» et 7”%° qui leur correspondent, et au 
point P de la droite des origines PP’; puis on prendra pareillement le 
centre des moyennes harmoniques 9° des points D et Ü, par rapport aux 
coöfficiens numeriques m’ et m‘ et au point P’ de PP'; les droites gC 
et 94 iront encore se croiser au point () demande, et il en seroit de 
de m&me de la droite y‘D, qui appartient au centre des moyennes har- 
moniques 9° de 4 et de C, par rapport aux coefliciens numeriques m 
et zn’’ de ces points. 

En effet, si Ton met la figure en perspective de fagon que la 
droite PP’ passe a linfini, le point () deviendra evidemment le centre 
des moyennes distances des points 4, DB, C par rapport aux co@fliciens 
respectifs zn, m’, m“, 

D’apres cet exemple et d’apres ce qui a ete dit pour le cas par- 
ticulier olı les co@fhicıiens numeriques sont egaux a lunite, on voit ce 
qwil y auroit A faire pour celuı ou l’on auroit un nombre quelcongue de 
points auxquels correspondroient respectivement des coefliciens numeri- 
ques donnes, sil siagıssoit de trouver, pour ces co@fhciens, le centre des 
moyennes harmoniques des points dont il sagit. 

37. Il n’est pas ınutile d’observer que le cas particulier ou les 
coöfficiens numeriques sont egaux entre eux ou egaux A lunite, donne 
lieu a des simplilications notables dans la construction generale cı-dessus 
du centre des moyennes harmoniques. Car, par exemple, sl s’agit des 
sommets d’un triangle {BU (Fig. 1V.), tout vonsistera alors, pour avoır les 
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trois droites eg, et By“ qui contiennent leur centre () des moyennes 
harmoniques, de former un nouveau triangle A’B’C’ circonscrit au pre- 
mier, et dont les cötes aillent concourir respectivement auX points P, P‘ 
et P’ ou les cötes quı leur sont opposes dans le premier, vont rencon- 
trer laxe ou le plan des origines harmoniques PP‘; en effet en se repor- 
tant a la projection (Fig. 11.), ou Yon suppose PP’ a Yinfini, il sera facile 
de voir que les droites 44, Bb’, CC’ qui joignent les sommets opposes 
des trıangles seront precisement celles qui se croisent au point () demande. 

On peut d’ailleurs remarquer que le triangle inscrit 999, qui a 
ses sommets aux centres des moyennes harmoniques 9, g‘, 9° des cötes 
du propose ABC, jouit, a son €egard, des m&mes proprietes que le trıangle 
cırconserit de sorte que, sı Von connoissoit seulement quel- 
vonque 9 de ses sommeis, on obtiendroit les deux autres par le simple 
trace des droites P'’o'g. 

38. Plus generalement, sı Von a un nombre quelconque de points 
4,b, 0, D (Fig. 12.) situes ou non dans un m&me plan, et que 
soit Vaxe ou le plan des origines harmoniques, il suffira de connaitre le 
ventre des moyennes harmoniques g de deux quelconques A, B de ces 
points, pour en deduire sur le champ, ceux qui appartiennent a tous les 
points proposes en les prenant deux a deux. 

Supposons, par exemple, que les points 4, 5b, C, D,... . soıient 
pris pour les sommets d’un polygone 4BCD...., il sera tres facıle d’ob- 
ienır, sur chaque cötd, le centre des moyennes harmoniques des sommets 
adjacens; car, d’apres ce qui precede, pour avoır le centre 9° des som- 
metis BD et Ü, ayant deja le centre g de 4 et BD, on n’aura qu’a tracer 
(a droite 99° qui va rencontrer laxe des origines harmoniques P/P’ au 
meme point que la diagonale AU du polygone appartenant aux troıs 
sommets consecutifs #4, BD, C que Yon considere. 

Pareillement, pour obtenir le centre 9‘ qui appartient au cöte su1- 
vant CD, on n’aura tracer la droite qui va rencontrer l’axe des 
origines au point ou le rencontre la diagonale BD, determinee par les 
sommets extrömes des cötes BC et CD que lon considere et auxquels 
appartıennent les points g‘ et 9°. En continuant done ainsı jusqu’au der- 
mer cöte du polygone ABUD...., on formera un nouveau polygone 
inscrit au premier, dont les cötes rencontreront re- 
spectivement laxe des origines P/P’ aux points olı le coupent les dıago- 
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nales du premier polygone qui joignent ses sommets alternatifs, et dont 
les sommets seront precisement les centres de moyennes harmoniques 
qu’on cherche sur les cötes du polygone ABCD... 

Il est clair qu’ayant une fois les centres de moyennes harmoni- 
ques des differens cötes du polygone ABCD...., on aura, sans peine, ce- 
luı qui appartient a une diagonale ou a deux sommets quelconques, car 
cette diagonale est elle-m&me le dernier cöte de l’un ou de lantre des 
polygones dans lesquels elle divise le propose, polygones dont on connoit 
deja les centres de moyennes harmoniques des difförens cötes a lexcep- 
tion de celui du dernier, qu’on pourra obtenir ainsi par le trace des sim- 
ples lıgnes droites. 

39. Toutes ces constructions peuvent d’ailleurs s’etablir directe- 
ment, en supposant qu’on mette la figure en perspective, de fagon que la 
droite ou le plan P/P' des origines harmoniques passe ä l'infini; et l’on 
voit en m&me temps quelle espece de simplifications elles apportent dans 
la determination ci-dessus (art. 35.) du centre des moyennes harmoni- 
ques d’un nombre quelconque de points situes a volonte sur un plan ou 
dans l’espace; or ces remarques ne sont pas simplement curieuses comme 
on va s’en convaincre par ce qui suit. 

En effet, ce qui precede fournit un moyen tres simple et tres ex- 
peditif pour construire, sur une droite pd (Fig. 9.), le centre des moyen- 
nes harmoniques 9 d’un nombre quelconque de points a,b, c,...., par 
rapport a un dernier point p pris pour origine de segmens harmoniques; 
car, ayant mene d’un point quelconque S situ au dehors de la droite 
pd, les projetantes Sa, Sb, Sc, Sd,... ., puis, ayant pris, ä volonte, 
de nouveaux points 4, B,C, D,.... sur chacune delles et r&pondant 
respectivement a ceux dont on cherche le centre des moyennes harmo- 
niques, tout consistera a construire, comme il vient d’ötre explique dans 
ce qui precede, le centre pareil 0 des points 4, B,C, D,.... par rap- 
port a PS pris pour axe des origines, et a projeter ce centre, de S, sur 
pd, en g qui sera (28. et 29.) le point demande. 

40. Cette construction est plus sımple que celle quı a ete ındı- 
quee art. 14., et l’on peut remarquer qu’elle s’etend ımmediatement au 
cas general ou le centre 9 des moyennes harmoniques que l’on cherche, 
est relatif (26.) A des coefliciens numeriques quelconques m, m’, m’, .... 
repondant respectivement aux points donnds b, d,... ., puisquiil 
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sufht evidemment, au lieu de se borner a ne prendre qu’un seul point 
A, B, 6, ..... sur chacune des projetantes Sa, Sb, Sc,.... qui ap- 
partıennent aux proposds, d’en choisir autant qu'il est marque par le cocf- 
licıent numerique relatif A cette projetante ou au point d’oüu elle derive. 

(Que l’on ait, par exemple, deux points @, 5 auxquels correspondent 
respectivement les co@fliciens numeriques m et m‘, on devra prendre 
points arbitraires sur la projetante Sa, et m‘ points pareils sur la proje- 
tante 55; cherchant ensuite le centre Q des moyennes harmoniques de 
ces m-+ m’ points et le projetant en g sur pb, 9 sera le centre des mo- 
vennes harmoniques de a et de b relativement a m et m’; c’est-ä-dire 
yuon aura (9.) 


vu (24.) 


en ayant egard a la regle de signes posee art. 17. 

Les points -/, BD, C,.... quon doit prendre sur les diverses 
projetantes Sa, Sb, Sc,... . pouvant avoir une position quelcongue, 
on devra profiter de cette indetermination pour sımplifier les operations 
relatives a la recherche des points () et 9; mais ces simplifications se 
presentent d’une manıcre trop facile, dans les projections de la figure ou 
ces points deviennent des cenires de moyennes distances, pour quil soit 
necessaire d’entrer dans des details; et Fon seroit conduit d’ailleurs a des 
resultats qui n’auro:ent qu’un leger avantage sur ceux de l’art. (9.) et suıv. 
ou Ton ne considere simplement que deux points a, b et les cocfhciens 
numeriques zn et n relatifs a ces points. 


Application de la theorie du centre des moyennes harmoni- 
ques aux proprietes des figures rectilignes et polycdrales. 


41. Ja theorie qui vient de nous occuper donne lieu a un grand 
nombre de proprietes nouvelles concernant les figures rectilignes; beau- 
coup de ces proprietes entierement analogues & celles qu’on deduit ordi- 
nairement de la theorie du centre des moyennes distances, sont par la 
meöme faciles ä decouvrir et peuvent abandonndes aux investigations 
du lecteur; mais il en est d’autres qui, se rattachant a des proprietes du 
centre des moyennes distances non aussi generalement connues, et quı. 
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etant susceptibles d’etre transportees dans la theorie des courbes et des 
surfaces geometriques, meritent qu’on leur accorde une attention plus 
particuliere; or c’est a cet objet que nous allons consacrer les dernieres 
pages de ce Memoire. 

Remarquons, en premier lieu, que la plupart des principes que 
nous avons etablis sur le centre des moyennes harmoniques, peuvent 
etre envisages comme autant de proprietcs distinctes des figures compo- 
posees simplement de points, de droites et de plans quelconques. 


Par exemple, les principes des No. 24. et suiv. conduisent imme&- 


diatement a cet Enonce: 

„Etant donne a volonte, dans un plan, un faisceau de droites pro- 
„jetantes Sp, Sa, Sb, Sc,.... (Fig. 7.), c’est-a-dire convergeant en 
„un m&me point S, si, ayant choisi l’une quelconque d’entre elles Sp» 
„pour axe des origines harmoniques, on mene arbitraırement des trans- 
„versales droites ps, p’s’,... . dans ce faisceau, puis qu’on determine, 
„sur chacune d’elles, le centre des moyennes harmoniques 9, 9, .... 
„des points d’intersection a, b, c, ...., a‘, b’, c’,...., qui appartien- 
„nent, par rapport aux points p, p', .... de laxe Sp» des origines har- 
„moniques et relativement ä des co@ficiens numeriques quelconques (26.); 
„la suite des centres pareils sera une seule est m&me droite Sg, passant 
„par S, et que nous avons nommee laxe des moyennes harmonigues du 
„faisceau form& par toutes les autres projetantes.” 


42. Au lieu de mener arbitrairement les transversales ps, p’s’, ...., 
on peut exiger quelles passent par un m&me point du plan de la figure, 
et prendre ce point, sur laxe Sp» des origines harmoniques, en > par 
exemple, au quel cas cet axe devient inutile pour determiner les centres 
9, puisque le point p» est, pour toutes les transversales, l’orıgine commune 
et unique des segmens harmoniques: le theor&me ci-dessus subsiste @vi- 
demment toujours; mais ainsi particularise, ıl offre l’avantage singulier 
de pouvoir s’etendre A un syst&me de droites quelconques situces dans un 
plan, et non plus simplement a un syst&me de droites convergeant en un 
m&me point S; bien plus, pour arriver au theor&me aınsı generalise, il 
sufhit, comme on va le voir, de partir du cas particulier ou l'on ne con- 
sidere que deux droites uniques Sa et SÖ, cas qui se deduit immediate- 
ment des principes exposes art. 8. et 9. de ce M&moire. 
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Soient, eneffet, 42, BC, CD, .... (Fig. 13.) des droites indefinies 
quelconques sıtuees sur un plan, p un point arbitraire pris pour pöle des 
transversales pb qui rencontrent respectivement en a, d, c,d,.... les 
droites fixes dont ıl s’agıt; je dis que sı l’on determine, sur chaque trans- 
versale le centre g des moyennes harmoniques des points b, d,.... 
par rapport au pöle p, pris ponr origine des segmens et aux co&fhciens 
nume£riques quelconques m, m’, m’, ....., la suite des points g sera 
une droite unique 9(, qu’on pourra appeler l’axe des moyennes 
harmoniques des droites proposdes, relativement ä p et aux differens 
coefhiciens quı leur correspondent respectivement. 

Pour le prouver, considerons d’abord deux droites ZB, BC, aux 
quelles r&pondent les co@fliciens numeriques m et m’; sı, sur les trans- 
versales pd, nous prenons sans cesse les centres g’ des moyennes har- 
moniques qui repondent aux points @ et 4 de langle BC, et aux coef- 
ficiens zn et m’, d’apres ce qui precede, la suite des centres 9° sera une 
droite g°B passant par le sommet de l’angle, et ä& laquelle correspondra 
(24. et 26.) un nouveau coefhcient 2 + m’. Soit Q le point ou cette 
droite rencontre ÜD, la troisıeme des droites donnees; prenons sur la 
transversale varıable »d, le nouveau centre 9° des moyennes harmoni- 
ques des points c et 9° qui appartiennent aux cötes ÜDe et BQg/, de l’angle 
(), et cela par rapport au point p et aux coöfliciens m’, m-- m’ re- 
pondans respectivement ä ces cötes; le point 9° sera le centre des mo- 
yennes harmoniques de a, 5, e, et la suite de ces centres sera sur une 
nouvelle droite g‘‘Q passant par Q, a la quelle correspondra un coeflicient 
m-+m'’+ m‘, et qui rencontrera la quatrieme AD des droites donndes 
en un point (, qu'il faudra prendre pour nouveau sommet d’angle B. 
On arrivera donc, en continuant ainsi, a une derniere droite 4 qui sera 
le lieu des centres de moyennes harmoniques de tous les points d’inter- 
section @, db, c, d,... . de la transversale mobile et des droites propo- 
sdes, et qui en sera l’axe des moyennes harmoniques pour les 
coefhciens m, m’, m’, ...., et relativement au pöle p; theor&me qu'on 
peut enoncer tres simplement de cette maniere: 

Un systäme de droites quelconques &tant donne dans 
un plan, si l’on coupe ce systeme par une suite de droites 
transversales passant par un m&me point ou pöle, puis qu’on 
dötermine, pour chaque transversale, le centre des moyen- 
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nes harmoniques des points d’intersection correspondans, 
en prenant le pöle pour origine des segmens; la suite de 
tous les centres pareils sera une droite unique; c’est-A-dire 
l’axe des moyennes harmoniques des propos&ees par rapport 
au pöle et aux coefficiens donnes*). 


43. Remarquons que chaque de manieres dont nous avons en- 
seigne (20. 24. 26.) a definir graphiquement ou numeriquement le point 
9 de la transversale mobile p5, donne lieu a un @nonc& particulier du 
theor&me qui pr&ecede. Ainsi, par exemple, si l’on definit le point y par 
la relation 


ou par NEN 


la suite des points sera une 
Il en sera de m&me evidemment de la suite des points 9 deter- 


mines par la relation plus gl 
| k 


dans laquelle est un coöffeient quelconque. Maintenant sı, 
dans cette derniere relation, on suppose tous les co@fhicıens egaux ä l’u- 
nite, on retombera sur le cas particulier d&montr& directement par Mac- 
Laurin, dans son Traite des lignes geometriques, ä laide du 
principe de lart. 7. qui lui est dü. Mais on peut generaliser d’avantage 
encore ces diverses propositions. 


44. Sı nous remplacons en effet, dans le theor&me ci-dessus, les 
dıfferents droites donndes par des plans situ6s d’une maniere quelconque 


*) Dans le cas particulier oü, les co#fficiens m, m’, ... . etant &gaux ä l’unite, on ne con- 
sıdere que le systöme de trois lignes droites, et ou l’on prend pour pöle p le centre de gravite ou 
des moyennes distances dw triangle forme par ces droites, l’axe des moyennes harmoniques pass« 
tout entier a linfini, et !on a, pour une transversale quelconque issue de p et rencontrant eu 
a, b, c, les cötes du triangle, 


et, en effet, cette relation, en ayant egard ä la loi des signes (17.), est satisfaite pour les trois posı- 
tions de la transversale ou elle passe par l’un des sommets du triangle; car un a alurs, par exemp)!e 
pb= pc = 2pa 

Ce theoreme demuntre par Mac-Laurıu daus sun Zraite des courbes geometriques 
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dans l’espace; la suite des points 9 ne sera plus simplement sur une 
droite, mais sur un dernier plan qu’on pourra nommer le plan des 
moyennes harmoniques relativement au pöle des transversales. 

On pourroit etablir ce theor&me directement et d’une maniere ana- 
logue A celle que nous venons de mettre en usage pour les systömes de 
lignes droites, en partant du cas particulier, et tres facile a d@montrer, 
ou Ion n’a que deux plans ä considerer; mais on peut le deduire aussi 
tres simplement du th“sr&me qui precede. 

Par le point qui sert de pöle aux transversales et d’origine aux 
segmens harmoniques, menons, en eflet, un plan arbitraire; ıl coupera les 
plans proposes suivant un systöme de droites ayant, d’apres le theor&me 
cite, une droite unique pour axe des moyennes harmoniques par rapport 
a ce pöle; or tous les axes semblables se rencontreront evidemment deux 
a deux; done ıls seront tous compris dans un seul plan, qui sera le plan 
me&me des moyennes harmoniques des proposes, suivant la definition ad- 
mise cı-dessus. Ainsi: 

Un systäöme de plans quelconques a toujours, par rap- 
port ä un point fixe pris pour origine et pour pöle des trans- 
versales un plan unique des moyennes harmonıques, c’est- 
a-dire renfermant tous les centres de moyennes harmoni- 
ques des points d’intersection qui appartiennent aux diver- 
ses transversales. 

45. .Remplagons encore, dans le theor&me de lart. 42., le pöle 
par une droite servant d’axe des origines harmoniques, les transversales 
droites par des plans transversaux passant par cet axe; enfin supposons 
les droites proposdes situ6es d’une maniere quelconque dans l’espace; je 
dis que la suite des centres (20.) de moyennes harmoniques des points 
diintersection de ces droites et des differens plans transversaux, par rap- 
port A Taxe commun des origines, sera une derniere ligne droite, qu’on 
pourra nommer l’axe de moyennes harmoniques des proposees par 
rapport au premier axe. 

Projetons, en effet, sur un plan quelconque, le syst&me des droites 
proposdes et laxe des origines harmoniques, & partir d’un point quelcon- 
que de .cet axe pris pour centre de projection, c’est-a-dire de fagon que 
cet axe y devienne un point; tous les plans transversaux seront repre- 
sentes par des droites en projection, et les centres de moyennes harmo- 
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niques qui appartiennent aux ‘points d’intersection de ces plans et des 
droites proposdes resteront encore (29.) de pareils centres pour les points 
de la projection, par rapport au point ou pöle qui represente Taxe des 
origines harmoniques; mais ces derniers centres sont (#2.) sur une droite, 
donc les autres restent dans le plan projetant unique de cette droite; et, 
comme pareille chose doit avoır lieu pour tout autre centre et tout autre 
plan de projection, on voit que les dıfferens centres de moyennes harmo- 
niques que l’on considere dans l’espace doivent se trouver ä lintersection 
commune, et par conscquent unique, de tous les plans projetans analogues 
a celui qu’on vient dexaminer en particulier; donc enfin nous pouvons 
enoncer ce theor&me: 

Un syst&äme de droites quelconques &tant donn« dans 
l’espace, sı l’on coupe ce systeme par une suite de plans 
transversaux passant par une m&me droite ou charnıcre; 
puis qu’on determine, pour chaque plan, le centre (art. a. et 
suiv.) des moyennes harmoniques des points diintersection 
qui lui appartiennent, en prenant la charniere pour axe des 
orıgınes harmoniques; la suite de tous ces centres sera une 
m&me droite, axe des moyennes harmoniques des proposces. 

46. Supposons que, dans les figures relatives aux theor&mes quı 
precedent, le point et la droite qui servent de pöle ou de charniere aux 
droites et aux plans transversaux, passe a linfiini, ces systömes de droi- 
tes et de plans transversaux deviendront respectivement parall@les, et les 
centres de moyennes harmoniques des points qui s’y trouvent, se change- 
ront (26. et 29.) en des centres de moyennes distances; on arrivera donc, 
pour ces derniers centres, ä des theor&mes qui ne seront que des cas tres 
particuliers de ceux dont il s’agit, et qu'il sera d’ailleurs tres facile d’e- 
tablır directement d’apres les proprietes generalement connues de cette 
sorte de centres. Or, en partant delä, on pourra reciproquement s’elever 
aux theor&mes generaux par des principes de projection analogues A ceux 
qui ont ete mis en usage dans- le chapitre precddent (31.); car on re- 
marquera aisement que la figure relative & l’un de ces syst&mes, peut 
toujours &tre regard& comme la perspective plane ou en relief de lautre. 

47. La doctrine du centre des moyennes harmoniques donne lieu 
a plusieurs autres proprietes generales des systömes de points, de droites 
et de plans, qui ne le cedent en rien, pour l’elögance, A celles qui preee- 
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deut. Parmi ces proprietes, on peut ranger les principes mämes qui ont 
Cie enonces art. 29. 30. et 31., lesquels sont purement relatifs a des sy- 
stömes de points quelconques ranges sur un plan ou dans l’espace; nous 
nous contenterons d’en indiquer rapidement quelques autres, qu’il n’eüt pas 
ete convenable d’examiner aux endroits cites. 

Soit un systötme de plans quelcongues passant par une m&me 
droite; concevons un dernier plan par cette droite, dont les differens 
points soient pris pour origine des segmens harmonigues, et qui sera par 
consequent le plan des orıgınes harmonigques relativement ä tous 
les autres. Cela pos@, tragons ä volonte une droite transversale, et de- 
terminons sur elle, le centre de moyennes harmoniques de toutes ses in- 
tersections avec les derniers plans par rapport au point de section du 
plan des origines; ıl est evident, d’apres les principes poses art. 42. et 44., 
gue ce centre et tous ses semblables seront compris dans un 
seul et m&me plan passant par la droite commune aux pro- 
poses, et qu’on pourra nommer le plan des moyennes harmoni- 
jues de ceux-ci par rapport au plan des origines. Ce m&me faiscean de 
plans convergeant en une m&me droite, sera evidemment tel que tout 
plan transversal y döterminera un faisceau de droites con- 
courrant en un m&me point, et ayant (27.) un axe des origines et 
un axe des moyennes harmoniques; enfin il existera entre les si- 
nus et les tangentes trigoenometriques des angles forme&s par 
ces plans, des relations analogues a celles que nous avons 
vu (18. et 19.) appartenir aux faisceaux harmoniques de sım- 
ples droites projetantes situ&es dans un plan unique, mais 
qui seront plus generales etant relatives ä des co@fheiens numeriques 
quelconques. 

48. Supposons maintenant que tous les plans proposes concourent 
sımplement en un m&me point; en prenant une droite arbitraire, passant 
par ce point, pour axe des origines, le lieu des centres harmoniı- 
yues relatifs aux diverses transversales qui s’appuyent sur 
cei axe sera evidemment encore un plan unique passant par 
le point commun aux propos&s; car il renfermera a la fois et tous 
les axes de moyennes harmoniques (27.) des faisceaux de droites conver- 
gentes determindes dans les plans proposes par tout plan transversal pas- 
sant par Daxe des origines, et tous les axes de moyennes harmoni- 
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ques (42.) des syst&mes de droites resultantes de lintersection de ces m&- 
mes plans par un plan transversal arbitraire, relativement au point oü 
ce plan rencontre l’axe des origines; ce qui ne sauroit avoir lieu evi- 
demment sans qu'il ne soit un seul et möme plan. 

49. Ces lemmes etant etablis, concevons un systöme de 
points quelconques dans l’espace, et un plan pris pour plan 
des orıgines harmonigques; par une droite quelcongque de ce 
plan, menons de nouveaux plans vers les points donne&s, et 
determinons pour chaque systöme pareil (47.), le plan des 
moyennes harmoniques par rapport au plan commun des 
orıgines, ce plan et tous ses semblables passeront par un 
seul et m&me point (31.), centre des moyennes harmonignes 
des proposes. 

Ce theor&me oflre, comme on voit, une autre maniere d’enoncer 
le principe de l’art 31. cite. 

Concevons encore un systöme de droites quelconques 
situdes dans l’espace, et prenons une derniere droite arbı- 
traire pour axe des origines harmoniques; cela pos&, d’un 
point quelconque de cet axe, menons aux diverses droites 
des plans, et prenons (48.), par rapport a l’axe dont il s’agıt, 
le plan des moyennes harmoniques de ce systöme de plans, 
ce plan et tous ses semblables passeront (45.) par une seule 
et m&me droite qui sera l’axe des moyennes harmonigques 
des propose&es. 

90. Les divers exemples que nous venons de donner, doivent suf- 
fire pour montrer la nature des propositions qu'il est possible de deduire 
des dıvers principes de la doctrine du centre des moyennes harmonigqnes, 
pour les syst&mes de points, de droites et de plans quelconques. II y en 
auroit d’autres bien plus difficiles a etablir, et qui sont en quelque sorte 
les recıproques des precedentes: ainsi, par exemple, ayant vu (42.) que 
le lieu des centres de moyennes harmoniques des differentes transversales 
passant par un point ou pöle, et rencontrant un systöme de droites don- 
nees dans un plan, est une seule et derniere droite, axe des moyennes 
harmoniques des proposees, on pourroit se demander reciproquemen! 
quelle est lenveloppe de tous les axes semblables de moyennes harmoni- 
ques des differens points dune müme droite prise dans le plan des pro- 


in 
ie 
.. 
as 
=; 
5 


260 22. I. V. Poncelet, Mimoire sur les centres de moyennes harmoniques. 


posdes etc.; mais cette question et toutes ses analogues exigent d’autres 
principes pour resolues, et elles se rattachent intimement & la theorie 
des courbes geometriques, que nous nous proposons d’etablir dans d’autres 
memoires, auxquels celui-cı ne sert pour ainsı dire que d’introduction. 
Il semble d’ailleurs qu’on ne trouvera pas superflus et denues d’in- 
tör&t par eux-m&mes, les developpemens dans lesquels nous venons d’en- 
trer, et dont la plupart nous seront tres utiles pour la suite de ces re- 
cherches. Par ces m&mes considerations, nous croyons pouvoir, avant 
de terminer, ajouter A tous ce qui precede, quelques reflexions tendant 
a modifier et a rendre plus concis l’enonce de plusieurs des theor&mes 
qu’on vient de faire connoitre, en m&me temps qu’elles serviront a etablir 
Vespece de dependance qui existe entre la theorie des centres de moyennes 
harmoniques et les princıpes deja connus de la theorie des transversales. 


51. Considerons le syst&me de trois droites quelconques, pA, pB, 
p€ (Fig. 14.), situdes dans un plan et convergeant en un m&me point p; 
soient &, ß et Y trois points quelconques de leur directions respectives; 
on aura, pour exprımer que ces trois points sont en ligne droite: 

triang. = triang. + triang. Bpy; 
et par consequent: 
p#.py.sınapy = pa.pß.sinepß-+ pPß.py.sinßpy; 
doüu, en divisant tout par le produit pa.pß.pY; 
sin am sin ApB—— + sin —.. 

Supposons que le point & soit, par rapport a >, le centre des mo- 
yennes harmoniques des points a’, .... situes sur la droite p A, et 
cela pour les co@fliciens numeriques quelconques m, m’, m’, ...., pa- 
reillement que  soit le centre des moyennes harmoniques des points 
2, b/, .... de »B par rapport p et pour les m&mes coefhcıens, 
au'enfin Y soit le centre pareil des points c, ec’, ....; le nombre des 
points situes sur chaque droite etant d’ailleurs le m&me, on aura (26.): 


__ m m’ m’! ( 
p& 

_ m m‘ m!’ ( 
p? pb + + pb trete. = 2 pb 4 

__ m m’ ) 


dans les quelles Z est le signe abrege de somme. 
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Si nous mettons ces valeurs des reciproques de pa, pß, py dans 
la relation trouvee ci-dessus, elle deviendra, 


sin ApC.2(”,) = sin 


nouvelle relation qui permet d’exprimer ainsi tres sımplement le theo- 
reme du No. 43. 


Ayant sur un plan un systäme de droites quelconques 
abe, a'b/c', ...., si, d’un point p pris volonte sur 
ce plan, on me&Ene trois transversales arbitraires y4, ph, pC 
rencontrant respectivement les proposeesen a,«a', a’, .....y 
b, c”,....; on aura constamment, pour des 
co@fficiens num&riques m, m’, m”, ..... appartenans re- 
spectivement ä ces mümes droites, 


sin ApC.=() = sin + Bp0.=(”.). 


Il est @vident, en effet, que cette relation exprime tout autant que 
le theor&me de Vart. cit@; car on en conclut d’abord que le centre des 
moyennes harmonique de a, a’, a’, ....., celuide 5, ...., enfin 
celui de c, c’, c’,.... sont en ligne droite, quelles que soient les trans- 
versales, 4, pB, pC mences travers le syst&me des proposces; lais- 
sant donc deux d’entre elles fixes, et faisant varıer la troisieme autour 
de >, on voit que la suite des centres des moyennes harmoniques qui lui 
appartiennent, sera une seule et m&me droite. 


52. La relation que nous venons d’etablir ci-dessus pour expri- 
mer que les trois points &, ß, ‘y situds sur les transversales A, pB, pC 
convergeant en un m&me point p, appartiennent a une m&@me droite, et 
la relation beaucoup plus generale, que nous avons deduite du theor&me 
del’art. 43., relativement a un syst&me quelcongque de points a, b, c, ...., 
a, c,.... situes trois par trois en lıgne droite, 
doivent Ötre considerees toutes deux comme des cas particuliers et des 
consequences tres simples de celles qui ont lieu pour troıs transversales 
arbitraires » 4, pB, gC (Fig. 15.) formant par leur rencontre mutuelle 
un triangle pgr, au lieu de converger en un m&me point. 

En effet, on a alors, comme on sait *), dans les hypotheses cı-dessus, 


*% Carnut Essai sur la theorie des trausversales, Traite des proprietes projectives ets. 
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ap.Br.yg = ag.Pp.yr, 
(pa). (rb).(ge) = (ya).(pb).(re), 
dans la derniere desquelles (»«) reprösente le produit de tous les segmens 
pa, pa”, ...., (rb) celui de tous les segmens rd, rb/, 
et ainsı de suite pour les autres. 


Or, sı nous mettons la premiere de ces relations sous cette forme 


ap(Pp+pr).yg = 


nous en tirerons la suivante, en developpant et divisant par pr, 


quı devient, en remplacant les rapports des cötes du triangle pgr par 
les sınus des angles opposes, et en supposant ensuite que ?, 9, T se con- 
fondent en un seul point p (Fig. 14.) 
pa#.pr.sndpC = pa.pß.sindpB-+ pß.pr.sinBpC, 
laquelle est precisement la relation obtenue directement a l’art. 51., pour 
le cas ou les transversales p 4, pB, 9C concourent en un m&me point. 


53. D’apres cela, il est donc naturel de considerer les relations 
generales qui concernent un nombre quelconque de points ranges sur les 
trois transversales en question, comme etant pareillement des modifica- 
tions une de lautre; et c’est, en effet; ce qu’apprend le calcul applique 
a ce cas general, d’une maniere analogue A celle qui vient d’etre mise 
en usage pour le cas particulier; mais nous &tablirons cette consequence 
dans un prochain memoire, independamment de tout calcul, c’est-a-dire 
par des consid&erations purement geometriques, et cela m&me quels que 
soient les points que l’on considere sur les cötes du trıangle transversal 
pgrs la seule condition &tant quiils satisfassent a la relation generale, 
deja posce cı-dessus: 

(pa).(rb).(gc) = (ga).(pb).(re). 

Quant au cas present, ou l’on suppose les points b, 
a,b, situes trois par trois en ligne droite, 
la m&me dependance peut &tre etablie tres simplement sans recourir ä 
des transformatıons algebriques prolixes. 

En effet d’apres ce qui pr&cede, on aura pour ces diferens group- 
pes de points lorsque (Fig. 14.) le triangle pgr s’evanouıt, 


| 
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sin ApC == sin sinBpC — 

1 

sin Apl = sin ApB sin BpC 


multipliant la premiere de ces &quations par nm, la deuxieme par m‘, 
la troısieme par m’, .... m, m’, m‘, .... etant des nombres 
quelconques relatifs aux droites abe, a'b’c', ...., ajoutant enfin 
toutes les nouvelles equations, on retombera directement sur la relation 
generale posee art. 51. Ainsi le principe de l’art. 43. est une consequence 
tres timple de la theorie des transversales rectilignes, et il seroit facile 
de prouver la m&me chose des autres principes poses en cet endroit; 
mais, au lieu de nous arröter a ces details, nous nous contenterons d’ajou- 
ter «uelques nouvelles remarques toutes celles qui pr@cedent, renvoyant 
a la note ci-apres pour montrer comment on peut les etendre facilement 
au cas de l’espace. 


5%. La relation a laquelle nous sommes parvenus pour exprimer 
que les trois points &, ß, ‘y (Fig. 14.) sont situdcs en ligne droite sur les 
transversales p 4, pB, pC, peut ätre mise sous une autre forme, qui offre 
lavantage particulier d’etre independante des lıgnes trıgonometriques, et 
de ne point devenir insignifiante quand le point p s’eloigne A Yınfını, 
comme cela arrive pour la premiere. Coupons en effet le faisceau des 
droites p A, pB, pC par la nouvelle droite ABC, nous aurons 

twiang. ApC __ AC _ 
triang. BpC BC  pB.pC.sinBpC’ 


dou Von tıre 


ACpB 
sındpC = BC sinBpC. 
On auroit de m&öme, par la comparaison des triangles ApB et BpC, 
AB pC 
sındpB= CB’ an 


substituant ces valeurs dans la relation cite, supprimant le facteur 


sinBpC, et multipliant ensuite tous les termes par BC.pA, ıl viendra 


AC.pB AB.pC BC.pA 
pP pY 
nouvelle relation qui, satisfaisant aux conditions indiquces art. 18. est pro- 
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jective de sa nature; elle n’apprend d’ailleurs gueres plus que celle d’ou 
nous sommes partis, quand on suppose le point p a l’infini; puisquelle ce 
reduit alors celle-ciı = 4AB-+ BC, quon doit considerer comme 
une simple ıdentite. 


Mais, en observant qu’on a 


pB=pß+BPß, pe=py+Cy, p4=pa+rde, 
on en deduira, sur le champ, 


qui est egalement projective, mais n’a pas l’inconvenient de devenir iden- 
tique quand les droites p 4, pB, pC sont paralleles (Fig. 16.), ou que p 
s’eloigne a Yınfini. 

On a alors en eflet, a cause que les distances infinies pß, p'Yy, P% 
peuvent &tre censees @gales entre elles, 

AC.BBß = AB.Cy+BC.Ae, 

pour exprimer que les points &, ß, y sont situes en ligne droite, de m&me 
que les points 4, B, €. 


Supposons maintenant que l’on considere, sur les transversales 
pA, pB, pC, un nombre quelconque de points C, ...., a’, 


a’, b", ce,.... ranges trois par trois en ligne droite, on aura donc, 
pour remplacer la'relation generale de l’art. 51., dans le cas de la figure 14, 
BI\ __ Ge Aa 
(m) MB. = (m) 


et dans celui de la figure 16., ou le point p est a Yinfini, 
AC.Z(m.Bb) = Ab.Z(mCc) + BC.Z(mAo), 

relations dont la premiere exprime que les centres des moyennes 
harmoniques, et la seconde que les centres des moyennes di- 
stances des grouppes de points respectifs a, a’, a’, ....,„b, ...., 
e, sont sıtues en ligne droite; et qui, lune et l’autre, peu- 
vent &tre consideres, ainsi que celle du No. 51., comme des modifications 
particulieres de la relation (52.) qui se rapporte au cas general ou les 
trarsversales p 4, pB, pC sont quelconques et forment un triangle pgr 
(Fig. 15.) 

Au surplus, nous aurions pu partir directement de Ja relation qui 
appartient ä la figure 16. et qu'il est facile d’ctablir a priori, pour en 
deduire, de suite, celle qui se rapporte a la Fig. 14., en employant ä cet 
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effet des principes de projection analogues a ceux qui ont et&e mis en 
usage a la fin du No. 21.; mais la marche precedente nous a paru plus 
directe et plus lumineuse. 


Note premiere. 

Sur les moyens d’exprimer que qnatre points quelconques, 
appartenans respectivement ä un meme nombre de droites 
convergeant en un point unique de l’espace, sont situes 
sur un seul et meme plan. 


Sont a, ß, y et ö (Fig. 17.) quatre points quelconques situes re- 
spectivement sur les cötes p9, gr, rs et sp du quadrilatere gauche pgrs; 
on aura, comme on sait, d’apres la theorie des transversales, pour ex- 
primer que ces quatre points sont dans un m&me plan, la relation 

ap.By.yr.ös = ay.Br.ys.dp; 
d’ou ıl seroit aise de deduire (52.) celle qui est relative au cas ol, le 
quadrilatere pgyrs s’evanouissant, les droites 99, gr, rs et ps concourent 
sımplement en un m&me point p (Fig. 18.). Mais on peut arriver au 
m&me but d’une maniere entierement directe et simple, par des procedes 
analogues ä ceux qui ont ete mis en usage (51.) pour le cas particulier 
de trois points situes en ligne droite. 

En effet, pour que les quatre points «, ß, y, d, places sur les trans- 
versales » 4, pB, pC, pD, se trouvent compris dans un m&me plan, il 
est necessaire evidemment et ıl suflit qu’on ait la relation 

+ sol.payß = sol.pxßd + sol.pßyJ; 
or on a, d’apres les principes connus et en representant par l’expression 
sin (pd, @py) le sinus de Yangle form& par la droite pd et le plan zpY, 
et par («ßy) Yaire du triangle qui a pour sommets les points %, 6, Y 


ou, ce qui revient au m&me, 
sol.payd = %sin (ApC).sin(pD, 
on auroit pareillement et selon les m&mes conventions, 
sol.paßy = #sin(ApC).sin(pB, ApC).px.pß-PY 
sol.paßö %#sin(BpD). sin(pA, BpyD).pa.pß. pl, 
sol. = $sin(BpD). sin(pC, BpD).pß.py-Pd; 
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done substituant et divisant par le produit 3.p@.pß.py.pd, il viendra 
la relation 
sin(4pC).sin(pD, ApC) + sin(A4pC).sin(pB, ApC) 
p? p® 

qui est entierement analogue a celle de l’art. 51., et d’ou l’on deduiroit 
des consequences semblables pour le cas d’un nombre quelconque de 
grouppes de quatre points ranges dans un plan, tel que celui des points 


0, ß, yet od. 


Considerons maintenant un plan arbitraıre ABCD, auquel corre- 
spondent les quatre points A, D, C, D sur les droites pA, pB, pC, pD, 
nous aurons, comme ci-|dessus, en nommant P la perpendiculaire abais- 
see de P sur le plan ABCD, 


sol.pACD = 4P.(ACD) = #sin(ApC). sin(pD, ApC).p4.pC.pD, 
sol.p = 3P.(ABC) = z sin (4pE). sin (pB, ApC).pA.pB.ptC, 
sol.p#BD= z3P.(ABD) = zsın (BpD). sin(pA, BpD).pA.pB.pD, 
sol.pBCD = 4P.(BCD) = sın (BpD).sin (pC, BpD). pB.pC.pD; 


substituant, dans la relation dejäa trouvee cıi-dessus, les produits des sinus 
'ires de ces dernieres, et simplifiant, ıl viendra 

pP p« 
nouvelle relation qui est suivant les principes poscds art. 45. 
Traite des proprietes projectives, et de laquelle on en deduiroit 
plusieurs autres en remplagant les rapports d’aires triangulaires par ceux 
des Jignes de la figure PCD. Contentons nous de remarquer que puis- 
quon a 
ptl= ty pD= pö+ 

on peut de nouveau la transformer en celle-ci, 


+ ACB. (BAD).CL + (BD). 
pP PY 
qui jouit de Ja meme et a de plus lavantage de demeurer ap- 
plıcable au cas ou le point » est cense a linfini; elle devient eflective- 
mens alors, 


(4CD). Bß+ (ACB).Dd = (BAD).Cy-+ (BCD). Aa, 


comme ıl seroit aıse de le verifier directement pour ce cas particnlier. 
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Ces diverses relations sont entierement analogues a celles qui ont 
ete exposces dans le texte pour le cas du plan, et donnent lieu a des con- 
sequences et a des rapprochemens qu'il est facile de deviner et sur les- 


quelles ıl est peu nccessaire dinsister. 


Note deuxieme. 
Sur les relations lineaires projectives entre les distances de 
points ranges sur une möme droite, et les formules 
trigonometriques qui en derivent. 


Avant de terminer, je crois devoir presenter, a l’occasion des re- 
cherches qui sont le sujet de ce m&moire, une observation generale et 
tres ımportante, sur la quelle je n’aı pas suflisamment insiste dans le 
Traite des propietes projectives des figures; c'est qu’il n'est, 
pour aınsi dire, aucune relation metrique, entre les distan- 
ces d’une figure, qui ne puisse etre proposde, generalisce ou 
transformede d’une maniere convenable pour satisfaire aux 
conditions particulieres de projectibilitE indiquedes aux 
art. 9, 10. et 45. de ce traite, et rappeldes No. 18. du present 
memoire. 

On en a vu un grand nombre d’exemples dans l’un et dans l’autre 
de ces &crits, mais ıl n’y ont dte amends, en quelgque sorte, quiincidentel- 
lement, et l’on n’a nullement insiste sur les principes et les moyens qui 
pourroient y conduire directement ou generalement. 

Or ces moyens, comme on a dü s’en apercevoir, consistent princi- 
palement dans les suivans, 1) se servir des relations qui expriment la 
juxta-position ou la contiguite des distances rangees sur une m&me 
droite, pour transformer la relation proposde en une autre qui satislasse 
aux conditions deja citdes, en introduisant m&me, si cela est necessaire, 
de nouveaux points parmı ceux de la figure; ?) restituer, par la pensce, 
les points qui, dans le passage de la figure generale a celle qu'on exa- 
mine, ont pu s’eloigner a Tinfini en faisant ainsi disparaitre,. par suite 
de leur egalite, certaines distances qui multipliaient ou divisaient les 
termes de cette derniere relation; 3) chercher enfin Aa retablir ces’ di- 
stances dans la relation, sans la troubler et de fagon que, sous; sa’ nou- 
velle forme, elle satisfasse aux conditions prescrites, et devienne par con- 


= 
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sequent applicable aux projections centrales ou perspectives de la figure 
ainsi modifiee par la restitution des points A Yinfini. 

Lie premier de ces moyens convient particulierement aux relations 
et aux figures que, par leur nature generale, on reconnait £tre essentiel- 
lement projectives, quoique, dans leur etat actuel, elles ne satisfassent pas 
aux conditions particulieres qui viennent d’etre indiquees; les autres con- 
viennent principalement aux relations et aux figures qui, ayant une forme 
tout a fait partıculiere et determinde, ne sauroient la conserver en per- 
spective ou projection centrale: les art. 17. et 20. de ce m&moire nous 
ont oflert des exemples qui se rapportent au premier de ces moyens, et 
art. 21. en contient un seul qui se rapporte aux derniers; mais la theo- 
rie du centre des moyennes distances eüt pu aisement en fournir un 
grand nombre de cette sorte. Enfin ıl est des relations et des figures qui 
permettent l’emploi sımultande de ces deux moyens; et, parmı ces rela- 
tions, celles qui expriment la juxta-position des distances rangees sur 
une m&me droite sont, sans contredit, les plus simples et les plus re- 
marquables, outre qu’elles sont susceptibles de conduire a des principes 
de trıgonomeötrie aussi beaux qu’etendus. Je crois, en consequence, de- 
voir choisir ces relations particulieres pour nouvel exemple propre ä 
eclairer les applications des preceptes qui precedent, d’autant plus que 
ces sortes d’identitds jouent un rÖöle necessaire et fort important parmi 
toutes celles qui peuvent en general appartenir aux figures. Observons 
d’ailleurs, une fois pour toutes, que dans le cas dont ıl s’agit, oü tous les 
points sont sur une möme droite, les conditions de projectibilite se redui- 
sent sıimplement ä ce que les differens termes de la relation proposde 
renferment les mömes lettres, ou qu°en considerant ces differentes lettres 
comme autant de quantitis simples, elles puissent disparoitre comme 
facteurs, soit dans chaque terme s’epar&ement, soit dans lensemble de 
tous les termes (voy. les Nr. 9. ei suiv. de louvrage deja cite). 

Cela pose, considerons d’abord trois points quelconques A, B, L 
(Fig. 19.) situds en ligne droite, on aura, pour la position actuelle de 
ces points 

AB+BEC, 
relation qui, sous cette forme, ne satisfait pas aux conditions cı-dessus, 
auorqmelle subsiste bien Evidemment dans les projections centrales des 
points de la figure sur une droite arbitraire pn. 
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Pour la transformer en une autre qui satisfasse @ ces conditions, 
nous chercherons, en premier heu, A y ıntroduire, selon ce qui a eik 
prescrit ci-dessus, quelques uns des segmens qui se rapportent au poin! 
sıtue A Tinfini sur #C, point que nous representerons par P, et cela de 
maniere ne pas troubler legalite. Or est A quoi Von parvient 
demment en multiphant chacun des termes de ceite relation par celui 
des segmens infinis et egaux PA, PB, PC, qui n’appartient ä aucun des 
points relatifs a ce terme. Cette relation se changera ainsi en celte autre, 

AUC.Pb = AB.PC BÜC.PA, 
dont les differens termes renferment les mämes lettres; et l’on voit aussi 
comment ıl faudroit agır pour preparer, de la m@me maniere, toute re- 
latıon lineaire du premier degre entre les simples distances de points 
ranges en ligne droite. 

Sous ceite nouvelle forme d’ailleurs, la relation qui precede n’ex- 
prime evidemment rien de pIns que celle d’ou elle provient, attendu que 
le point est cens& a lıinfinı. Mais etant projeclive, elle ne devra pas 
cesser d’avoır lieu en mettant les points 4, B, C et P en perspective sur 
la nouvelle droite arbitraire pr, a partır dun point quelconque S; on 
aura donc, en nommant a, b, ce et p les nouveaux points, dont le dernier 
appartient evidemment a la projetante »$ parallele a IC, 

ac.pb = ab.pc + bce.pe, 
relation qui a lieu, de la m&@me maniere (18.), entre les sınus des angles 
projetans relatils a chacune des distances qui y entrent. 

On pourroit croire que cette relation est simplement relative a 
une certaine position particuliere de p ä l’egard de a, b, c; mais il est 
facile de prouver le contraire; car ayant choisi, a volontc, un tel point 
sur une droite @bc, on pourra toujours metire la figure en projection sur 
une auire droite /C, de fagon que p» passe a linfini, puisquil sufht de 
prendre AU parallele a la projetante Sp de ce point; or la relation ci- 
dessus, qui est pojective, sera salisfaite naturellement pour la projection 
AC; donc elle aura pareillement lieu pour Ja droite @c, quels que soien: 
les points 

Vovons maıntenant comment, par des transformations convenables, 
nous aurions pu arrıver directement a la relation dont ıl sagit en par- 
tani de celle ec=ab-+be quı nen est quun cas particulier relatif 
Ihypotliese ou P seroit a Tinfinı. 
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cet effet, multiplions l’equation ae=ab-Hbc par la distance 

pb, on aura successivement, pour la position actuelle de a, 2, c et p: 

ac.pb = ab.pb + be.pb = ab(pe— be) + be(pa-+ ab) = ab.pc+ be.pa, 
quı est precisöment celle qui a &et& obtenue ci-dessus par une voie tres 
dıfferente. 

Sans nous arreter longuement aux cas particuliers, nous conside- 
rerons de suite un nombre quelconque de points a, b, c, d, m, n, ranges 
sur une m@me droite; il est @vident qu'il existera entre les distances de 
ces points, pris trois A trois, quatre ä quatre, etc., une infinite de rela- 
tıons purement Iıneaires et evidentes, telles que celle ece=ab-+be qui 
vıent de nous occuper precedemment; or, si Yon prend arbitrairement 
un nouveau point 2 sur la droite en question, il sera tres aise, d’apres 
ce quı pr&cede, d’en deduire, sur le champ, un egal nombre d’autres rela- 
tions plus generales et jouissant de proprietes analogues a celles de la 
transformee ac.pb = ab.pe-+bc.pa. 

Par exemple, ayant pour la position actuelle des points a, b, c, d, 
m, n, la relation generale 

an 
ou en concluera la suivante, en multipliant chacun de ses termes par le 
produit des segmens relatifs au point p et ä tous ceux des proposes qui 
n’appartiennent pas ä ce terme, 
an(pb.pe.pd....pm) = 

ll est visible, en effet, que cette relation remplit toutes les condi- 
tions prescrites, et peut s’etablir par les m&ömes ınoyens et donner lıeu 
aux me&mes reilexions que celle que nous avons trouvee pour le cas par- 


tıeulier de troıs points. 
Pour la justiier a posteriori, nous la mettrons sous cette forme 
beaucoup plus simple, en divisant chacun de ses termes par le produit 
de tous les segmens relatifs au point p et aux differens points proposes, 
pa.pn pa.pb pb.pe ' pm.pn’ 

et, en eflet, on est immediatement conduit ä la relation suivante 
In—pa c—pb d—pc n—-pm 

qui, en effectuant les divisions partielles, se reduit evidemment ä une 
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simple identite entre les diverses r&eciproques des distances pa, pb, PC, .... 
Cette remarque, ä laquelle on n’eüt peut-&tre pas songe sans ce quı pre- 
cede conduirait egalement aux diverses autres relations analogues ä celle 
etablie ci-dessus: ainsi, par exemple, on auroit, # etant le nombre des 


points proposes a, b, c,....m,n, 

(k—3)an __ ab ac am nm nc nb 
pe. pn pa .pb + 

Au surplus, les relations pr&c@dentes ayant lieu pour des points quelcon- 
ques ranges en ligne droite, doivent &tre soigneusement distingudes de 


celles qui expriment des conditions particulieres, propres a faire trouver 
un ou plusieurs de ces points, A l’aide de certains autres supposds donnes, 
Elles ne sont, en derniere analyse, comme on voit, que des sortes d’iden- 
iıtes exprimant et Ja juxta-posıtion des distances quı y entrent, et 
leur situation en ligne droite; mais, en ce sens m@me, elles sont tres 
dignes d’etre remarquds pour les consequences qu’on en peut deduire, en 
general, soit par rapport aux autres relations projectives entre les di- 
stances, soit relativement äa celles qui ont lieu entre les lignes trıgonome- 
trıques des arcs et des angles; car ıl est evident que, puisqwelles satıs- 
font toutes aux conditions des Nr. 9. et suiv. du Traite des propridtds pro- 
tectives rappelees art. 18. de ce memoire, elles doivent subsister egale- 
ment, et sans conditions quelcongues, soit entre les sınus des angles for- 
mes par un nombre quelconque de droites Sa, Sb, Se, ..... passant par 
un point S, soit entre les sinus des arcs b’c', qui 
mesurent ces angles sur une cırconference de cercle ayant pour cenire 
ie sommet commun Ö de tous ces angles. 


Ainsı, par exemple, on aura entre ces differens sinus, la relation 
ires gencrale 
sın(a'n’) 
sin ( pa’). sin( pn‘) 


sın an! n‘ 


sın a’ b’ sın b’ c‘ 


sin (a‘p*) .sin(p sin ( p’b’) .sin( p’ sin m‘). sin (p/n‘)’ 


quon peut changer en cette autre, en räpportant tout a lorigine com 
mune p’ des arcs, 
sin ( af, 
sin (p’ a’). sin ( p'n‘) 


sin (pb’—p‘ a’) sin (pc —p’ 


sin(p/ a‘). sin(p‘b’) sin 


sin -—p’ m‘) 


sın (p’m’). sin(p’n’) 
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et qui comprend, sous cette nouvelle forme, comme cas particuliers, pres- 
que toutes les formules fondamentales de la trigonometrie, ainsi qu’on 
peut le voir par les articles 139., 140. et suiv. de la Geometrie de 
position, ou cette m&me relation generale est exposee d’apres des prin- 
cipes fort differens de ceux qui precedent. 

Au surplus, on deduirait beaucoup d’autres relations non moins 
nerales des considerations qui precedent, et en y supposant ensuite cer- 
taıns angles ou certains arcs egaux a un quadrant, on obtiendroit celles 
quı concernent les cosinus ete.; mais je laisserai au lecteur le soin de 
cette ınvestigation et de ces rapprochemens tres curieux, et me conten- 
teraı d’ajouter une derniere remarque ä toutes celles qui precedent: c’est 
que les relations entre les simples distances de points ranges sur une 
meme droite, et quı satisfont aux conditions particulieres deja souvent 
indiquces, s’appliquent directement aux arcs de cercle et aux angles 
quelconques ayant un sommet commun, et peuvent &tre etablies de la 
m&me manicere; de sorte que, pour passer de la aux relations qui con- 
cernent les lignes trigonome£triques, il ne s’agıt que de remplacer chaque 
arc et chaque angle par le sinus qui lui est propre: proposition qui me- 
rite particulierement d’ötre remarquede des g&ometres. 

Einfin je ne crois pas devoir passer sous silence une autre obser- 
vatıon tres generale, et qui decoule immediatement des No. 18. et 19. du 
Traite des proprietds projectives; c’est que „toute la theorie du centre des 
„moyennes harmoniques, qui se trouve exposee dans le present md&moire, 
„s’etend ımmediatement aux figures tracees sur la surface de la sphere, 
„en remplacant les droites indefinies par des circonferences de grands 
„cercles, et les distances ou portions de droites par les sinus des portions 
„correspondantes de ces circonferences.” 
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23. 
fıann von zwei dreiseitigen Pyramiden eine jede ın 
Bezug auf die andere um- und eingeschrieben 
zugleich heifsen? 
(Vom Herrn Prof. Möbius zu Leipzig. ) 


Das, wenn ein Dreieck in ein anderes eingeschrieben ist, dasselbe 
Dreieck nicht auch um das andere umschrieben sein kann, ist oilenbar. 
Und eben so scheint es auch durchaus unmöglich, zwei Pyramiden zu 
construiren, von denen die Spitzen der einen in den Seitenflächen der 
andern und umgekehrt die Spitzen der andern in den Seitenflächen der 
erstern liegen. Auch ist diese Forderung in der That unerfüllbar, wenn 
die Spitzen einer jeden in den Seitenflächen der anderen selbst, nicht in 
den Erweiterungen derselben begriffen sein sollen, indem dann die einge- 
schriebene Pyramide immer die kleinere, die umschriebene die gröfsere 
ist. Es schwindet aber das Paradoxe der Forderung (bei den Pyrami- 
den, — nicht bei den Dreiecken), wenn diese Beschränkung aufgehoben 
wird, und die Spitzen der einen auch in den erweiterten Seitenflächen 
der andern liegen können. Heifsen nämlich A, B, C, D die vier Spitzen 
der einen, und #, G, H, I die vier Spitzen der andern Pyramide, so 
läfst sich darthun, dafs die acht hierzu erforderlichen Bedingungen: 


I. GHT, V. BCD, 
I, BZ ın HIF, VL Gm CDA4, 
II. C in IFG, VI. Hin DAB, 


IV. Din FGH, Z in ABC 
sehr wohl neben einander bestehen können, und überdies noch, dals jede 
dieser acht Bedingungen eine Folge der sieben übrigen ist. 

Es sei mir erlaubt den Beweis hiervon mit Anwendung meines 
barycentrischen Calculs zu führen, wo sich die Sache folgendergestalt 
symmetrisch und einfach behandeln läfst. — 

Weil der Schwerpunct dreier Puncte mit ihnen selbst immer in 
einer Ebene liegt, und weil jeder Punct einer Ebene als Schwerpunct 
irgend dreier anderer Puncte der Ebene, die nicht in einer Geraden lie- 
gen, genommen werden kann, so schreibe ich, um die Bedingung I. aus- 
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zudrücken, wonach 4 ein Punct der Ebene GHI sein soll: 
Hierbei sind nämlich a, «‘, @’ die Gewichte, womit die Puncte 
G, Fi, I belastet werden müssen, damit 4 der Schwerpunct derselben 
wird, und «=a-+e’-+a‘ das Gewicht, welches, in 4 angebracht, die- 
selbe Wirkung, als die drei einzelenen Gewichte in G, H, I, hervorbringt. 
Auf gleiche Art werden die Bedingungen Il., IH., IV. durch die 


Gleichungen 


+V"F, 


ausgedrückt. Sınd nun die Puncte F, G, H, I mit ihren Gewichten 
oder Coäfficienten a, a‘, a’, b, .... d’/ gegeben, so sind damit auch die 
Puncte A, DL, C, D bekannt, und es fragt sich jetzt, ob jene Coefficien- 
ten sich so bestimmen lassen, dafs auch die Bedingungen V.,... VI. 
eriulit werden. 
Man setze deshalb, weil nach V., F ein Punct der Ebene DCD 
seın soll: 
wo / f- f' zu bestimmende Coefhicienten sind. Substituirt man in die- 
ser Gleichung die Werthe von BB, yC, dD aus den vorhergehenden, so 
kommt, nachdem man gehörig geordnet hat: 
Diese Gleichung drückt ım Allgemeinen aus, dafs Fin der Ebene 
GIll liegt, so lange wenigstens, als von den Coefficienten der Puncte 
@. Ji, I nicht jeder einzeln =0 ıst, ındem, diesen Fall ausgenommen, 
die Lage von I gegen %, 7/, 7 ın der Ebene dieser Puncte durch die 
Verhältnisse zwischen den Co“ficienten derselben immer bestimmt ist. 
Da nun #, G, H, I nicht in einer Ebene liegen, sondern die vier Spitzen 
einer Pyramide sein sollen, schliefsen wir, dafs 
hıeraus ergiebt sich nicht nur das gegenseitise Verhältnils zwischen 
', sondern auch nach Elimination dieser Coöfhicıenten die Bedin- 


chung 


- 


wenn F ın BCP hiesen soll. — Auf eben die Weise führen die Bedin- 


enneen VIEL, VIEL zu den Gleichungen: 
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2) = — 
3) dab’ = — 
4) abe = 


Es giebt aber das Product sowohl aus der Gleichung 1) in 3), als 
aus 2) ın 4): 


abed = 
woraus man ersieht, dafs von den vier Gleichungen 1)..%4) eine jede eine 
Folge aus den drei übrigen ist. Sind mithin die Bedingungen I.,.... IV., 
und noch von den Bedingungen V., .. VII. irgend drei erfüllt, so ist 
es damit auch die vierte der letztern; und da durch Vertauschung der 
beiden Pyramiden auch die Bedingungen I., ... IV. und V.,.. VIII. ge- 
genseitig in einander übergehen, so schliefsen wir, dafs wenn von allen 
acht Bedingungen irgend sieben erfüllt sind, damit auch die achte besteht. 

Ist demnach eine Pyramide 4BCD (Fig. 1. Taf. IV.) gegeben, so lälst 
sich eine zweite FG, welche der erstern zugleich ein- und umschrieben 
ist, etwa folgendergestalt construiren. — Man lege durch die Spitze ) der 
Pyramide 4BCD eine Ebene, welche die Kanten RC, C#, AB in 4, B/, €' 
schneide. In dieser Ebene sei nach IV. die Seitenfläche FGH der Py- 
ramide FGAJ enthalten. Weil nachV., F zugleich in der Ebene PUDA 
liegen soll, so wird F irgend ein Punct der Geraden DA’ sein müssen ; 
und eben so wird man wegen VI. und VIL, G und F beliebig in Dh’ 
und DC’ zu nehmen haben. Vermöge I., I., III. ist ferner Z als der 
gemeinschaftliche Durchschnittspunct der drei Ebenen OFG 
zu bestimmen, und es ist: somit den Bedingungen I., .... VII. Genüge 
geschehen. Zufolge des erwiesenen Satzes mufs alsdann, wie es VII. er- 
fordert, Z in der Ebene ABC liegen. 

Statt die drei Ebenen 4GH, ... zu legen, kann man zur Bestim- 
mung des Punctes / auch so verfahren. — Man ziehe GH, welche die 
Gerade A’B’C’ ın F’ schneide, so ist #* ein Punct der Ebene ABC, und 
folglich 4F’ der Durchschnitt der Ebenen GH und BC, worin 7 lie- 
gen mufs. Eben so ziehe man /ZF, FG, welche 4’B’C’ inG‘, H‘ schnei- 
den, und es mufs 7 auch in BG’, CH’ enthalten sein. Die drei Geraden 
AF', BG’, müssen sich folglich in einem Puncte, nämlich ın 7, 
schneiden. 

Hieraus fliefst zugleich folgender nicht uninteressante Satz: 

ADC, FGH sind zwei Dreiecke, MN eine gerade Linie, welche mit je- 
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dem der beiden Dreiecke in einer Ebene liegt, also die Durchschnitislinie 
der beiden Dreiecksebenen, wenn die Dreiecke in verschiedenen Ebenen 
liegen. Wird nun MY von den Dreiecksseiten BC, CA, AB, GH, HF, 
FG resp. in G‘, H’ geschnitten und begegnen sich 
b’G, in einem Puncte D, so treffen auf BG’, CH‘ in einem 
Puncte Z zusammen. 

So wie dieser Satz eine Folge des Vorigen ist, so kann man aus 
ıhm auch umgekehrt jene Eigenschaft der Pyramiden selbst herleiten. 
Es läfst sich aber dieser Satz, unabhängig von dem Vorhergehenden, mit 
Hülfe eines andern Theorems (Baryce. Calcul, S. 291.) und seiner Inverse 
darthun, wonach, wenn die drei Spitzen eines Dreiecks FG mit einem 
vierten in der Ebene desselben liegenden Puncte D durch Gerade ver- 
bunden werden, und wenn eine beliebige andere Gerade MN der Ebene 
von den Seiten des Dreiecks G/J, Hr, FG in F’, G‘, H' und von jenen 
drei Geraden D/, DG, DH ın 4’, b’, C' geschnitten wird, — das Pro- 
duct aus den drei Verhältnissen 

(G’ 4’: HA) (HB: ist. 

Denn eben so mufs auch, mit Anwendung der Inverse, weil RC, 
CA, AB die Linie HN ın 4‘, B', C* schneiden, und weil 47’, BG’, CH 
in einem Puncte / zusammen kommen sollen, 

= 1 sein 

Diese Gleichung ist aber mit der vorigen identisch. 

Zusatz. Obschon es durchaus unmöglich ıst, zwei Dreiecke zı 
construiren, von denen ein jedes in das andere eingeschrieben und folg 
lich auch um das andere umschrieben ıst, so läfst sich doch bei mehr- 
seitigen Vielecken diese Unmöglichkeit nicht ohne vorangegangene nä- 
herer Prütung behaupien. 

Seien z.B. 4, RB, C, 2 (Fig. 2.) die auf einander folgenden Spitzen 
eines ebenen Vierecks; @, b, ce, d vier durch sie resp. gezogene Geraden. 
so bilden diese ein um SBCD umschriebenes Viereck, dessen Spitzen 
die Durchschnitte von @ mit 2, von 5 mit c, ete., oder, wie ıch der 
Kürze wegen schreiben will, ab, be, cd, da sind. Soll nun dieses Viereck 
zugleich ein eingeschriebenes sein, so muls @ö in einer der Seiten von 
ABCD, und zwar in CD, liegen, wenn nicht die Seiten des einen Vier. 
ecks mit denen des andern zum Theil zusammenfallen sollen. Eben s 
mufs Ze in D4, cd in AD, da in BC liegen. Man denke sich daher 
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die Linien «, d, c, d resp. um A, B, C, D sich drehend; « willkührlich, 
b dergestalt, dafs der Punct ab ın CD fortrückt; ce so, dafs de ın AD, 
und d so, dals cd ın AB fortgeht. Der Punct @d wird alsdann eine 
Curve beschreiben, und wenn er dabei einmal durch die Gerade BC 
geht, so wird das in diesem Momente von den Linien a, 6, c, d gebil- 
dete Viereck zugleich ein eingeschriebenes sein. 

Um nun die gedachte Curve und ihre vielleicht möglichen Durch- 
schnitte mit BC zu finden, so setze man zuerst, weil D mit 4, B, € in 
einer Ebene liegt: 

oder kürzer, wenn man hier und in dem Verfolg der Rechnung für #4, 
BD, yC, ÖD schlechthin 4, B, €, — D schreibt: 
A+-b+C+D=0. 

Man bezeichne ferner die Puncte ab, be, cd, da mit F, G, II, /, 

und setze, weil F' in CD liegen soll: 

cD; 

(oder vielmehr /F=yC—x0D, wo f=Yy—öx ist, und Y, — dx die 
Gewichte sind, womit die Puncte €, D belastet, F zu ihrem Schwer- 
punct haben. Eben so aber, wie vorhin in C und D die Coälhcienten 
y und —0, so wird hier in F der Coöfficient f mit eingeschlossen ge- 
dacht. Dieselbe Bemerkung gilt auch für die ın der Folge vorkommen- 
den Buchstaben G, 77, 7. (Baryc. Calc. $. 235. etc.)) 

Substituirt man für C seinen Werth aus der vorhergehenden Gleı- 
chung, so kommt: 

F= —A—b—-D-+xD 
und 
6, 
weil & der gemeinschaftliche Punct von #B und AD ist. Dies giebt 
weiter: 
G = 
A—(a—)B=H, 
weil GC und AP sich ın H schneiden; 
= — A+(c—n(C+D) 
— (@—ı)D+ @—ı)(F—xD), 
=], 
als dem Durchschnitte von ZZD mit AF; 
= 
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7 ıst also der Schwerpunct der Puncte DB, C, D mit Gewichten, 
die sich wie 1:2:1— x* (oder vielmehr wie B:yx:— d(1—x + 
zu einander verhalten. Läfst man nun F (oder @b) ın der Geraden CD 
sıch fortbewegen, so erhält x nach und nach alle möglichen Werthe, 
und alle die damıt sich ergebenden Schwerpuncte Z (oder ad) liegen in 
einem Regelschnitte (B. C. $. 130.). Dieser Kegelschnitt kann aber der 
BC nicht begegnen, oder, was dasselbe ist: Z kann niemals mit B und 
in eine Gerade zu liegen kommen, weil der Ausdruck von Z durch 
B, €, D sıch nıemals auf PB und Caalleın reduciren kann. Denn für keı- 
nen möglichen Werth von x kann der Coöfficient von D, ?=0 


werden. 
Es ıst folglich auch nicht möglich, dafs von zwei Vierecken ein 


jedes dem andern zugleich ein- und umschrieben sein sollte. — Auf Viel- 
ecke von mehreren Seiten habe ich die Untersuchung nicht ausgedehnt. 


\nzeize einiger Fehler und Verbesserungen in meinem Aufsatze über Vielecke ım 
Kreise, im ersten Hefte des dritten Bandes. 


Seite 7 Zeile 18 v. o: statt d. b. lies und folglich die Summe aller m Bögen. 
— 8 — o. statt ungeraden lies geraden. 
ii — Tv u. statt 16 lies 10. 
14 — 12 vo. statt sinl(x+2....) lies 
15 — 9 w. o. Multiplieirt man je zwei unter einander geschriebene Factoren etc. 


Dies pafst nicht mehr ganz, da die Formel in den vier ersten Zeilen die- 
ser Seite im Manuscript nur zwei Zeilen einnalım. 


— 16  6v.n. statt nach lies für. 
— [5 beı der lezten Formel lies IV* statt VI®. 
_- 15 Z.eile 15 v. o. statt vor lies von. 
Abcde 
— 22 — 15) vu. setze vor — das Zeichen —. 


[04 
— 2) — 9wu. statt aus dieser Gleichung für das Vieleck lies: aus dieser 
Gleichung, aus der Gleichung für das Vieleck. 


_ Iv u. statt — selze =. 
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24. 
Beweise des Lehrsatzes No. 16. im 9. Heft des 
3. Bandes dieses Journals, 


10. Lehrsataz. Bekanntlich können die Seiten eines Dreiecks odeı 
ihre Verlängerungen von & Kreisen berührt werden. Ist das Dreieck 
rechtwinklig, so ıst der Radıus des Kreises über der Hypothenuse so 
grols als die Summe der Radien der 3 übrigen Kreise, und ferner: Bei 
dem bekannten Pythagorischen Dreieck, dessen Seiten durch irgend ein« 
Längen-Einheit gemessen, 3, 4, 5 sind: sind die Radien jener Kreise 
durch die nemliche Einheit gemessen, 1, 2, 3, b. 


(Erster Beweis vom Herrn Professor Dr. Lehmus zu Berlin.) 
Bezeichnen ae, d, ce die 3 Seiten eines Dreiecks; $ den Ausdruck 
a+b-+ce; Adern b+c—a; Bdena+c—b; Cdena+b—e: 
den Halbmesser des Kreises ım Dreieck, # den aufserhalb des Kreise: 
jenseits @, f den jenseits 6, ‘y den jenseits e, so ist 
B+C __ 2a 2a 


1 
also, weil nach der Voraussetzung a’ = b’ + ıst: 


1 

de 
Eben so erhalt man 

1 1 


und folglich 
1 
also auch, wenn /’ den Inhalt des Dreiecks bezeiclinet. 
2F 2F 2F 


Nach . 303. meiner Geometrie ist aber 


und folglıch 
Verhalten sich ferner «@, b, e wie 5, 4, 3, so geben diese Formeln 
36 


4. 
= 
a, 
- 
= 
€ 
= 
r 
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(Zweiter Beweis von Herrn Remy, Stud. phil. zu Berlin. ) 


Es seı ABC (Fig. 3. Taf. IV.) das gegebene bei 4 rechtwinklige 
Dreieck, dessen Seiten, den Winkeln 4, B, C gegenüber, a, b, c sein mö- 
gen. Die Mittelpuncte O, M, P, N der Kreise, welche die Seiten des 
Dreiecks und ihre Verlängerungen berühren, liegen in den Durchschnit- 
ten der geraden Linien 0, BO, CO, MN, NP und PM, welche die 
Winkel bei 4, B, C halbiren. Zieht man von den Mittelpuncten M, P, 
I), O nach den Berührungspuncten D, F; Z, G; T, 0; 77, U die Ra- 
dien WD, MF, PZ, PG, NT, NO, OJF, OD, so erhält man, wie leicht zu 
sehen, die 4 Quadrate DMF, AGPZ, ATNO, AWOUD. Es sei 


MD oder 4D=a, GPoder 4G—=ß, NT oder AT=y, WO oder AV =. 
Nun ıst 
AD+AF—=24D = DB+CF+b-+ec, 
und da, wegen der Congruenz der Dreiecke DBM, BMY und YMC, 
CMF, 
ıst, so ıst auch 
und folglich 


) = 


Eben so ıst auch 
LB-+-BG oder =e+b-+e, 
also 
BG == 


und folglich 


BG — AB oder AG = _ 


also 


2») 

Ganz auf dieselbe Weise erhält man 
3) AT = 


Endlich ist auch 
AW+AU = = b+c— (WB+UO) 
oder, da /B=BY und UC=FfC, also 
2AV =b+c— a, 
mithin 
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Addırt man nun die Ausdrücke (2. 3. 4.), so ergiebt sich 
b— —b b 6 


Nach (1.) ıst aber auch 


= 
tolglich 
«= 
Für das Pythagoräische Dreieck ist 
4+3—5 — + 


(Dritter Beweis, nebst einigen Zusätzen; von einem Ungenannten. ) 


ABC (Fig. +. Taf. IV.) sei ein beliebiges Dreieck, dessen drei Seiten, 
den Winkeln 4, B, C gegenüber, a, b, c sein mögen. Der Halbmesser des 
Kreises P, welcher die 3 Seiten des Dreiecks innerhalb berührt, seı r.. 
Der Halbmesser des Kreises Q, welcher die Seite « aufserhalb und die 
Seiten 5 und © innerhalb berührt sey r,. DE berühre den Kreis (), und 
sei mit BC parallel. Alsdann sind die Dreiecke DE und ABC ähnlıch, 
und wenn man DE —=.n.a setzt, so ist und 4D=nc. Nun ıst, 
wenn man den Inhalt des Dreiecks PC durch A bezeichnet, bekanntlich 

= 

a+b+c 
2An? 

n(a+b-+e) a-+b+e’ 
weıl der Inhalt des Dreiecks 4DE —= n’A ıst. Der Inhalt des Vier- 
ecks BCDE ist aber gleich ("’—1)A, und durch r, ausgedrückt, weil 
BD=(n—ı)e, CE=(n—ı)b, und DE=na ist, 
3. 
Hierin den obigen Ausdruck (?.) von r, gesetzt, giebt 

2n 


Eben so ıst 


2 b+c—a 
woraus 
a-t-b+c 
also 


- 

I, 

AN 
% 
_ 
23 

x 
7 
| 
x 

Se 

= 

f 

- 

N 

\ 
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I r, = 


folst. Ganz auf dieselbe Weise findet man, wenn man die Halbmesser 
der Kreise, die 5 und c aufserhalb berühren, 7, und r, setzt, 
2A 
= 
Zusammengenommen also ıst 
2A DA 2A 2A 


5) 


b+c—a’ 
Man gebe diesen vier Ausdrücken das Product ihrer Nenner, welches 
nichts anderes ıst als 168°, zum Nenner, so gehen sie in folgende über: 

Sar, = (a+c—b) = 
—= (a+b+.c) = —a—b), 

SAr, = (a+Öb-te) |) b—c—e) = b—e—n). 
Gesetzi nun, das Dreieck sei bei 4 rechtwinklig, so ist ®—= 2°? + ec? 
und 2cÖb ist alsdann gleich 4A. In diesem Faile also gehen die vor- 
hergehenden Ausdrücke ın folgende über: 


= 4A(b+c—e) oder = !(b+ce—u), 
Saar, =4A(a+b-+e) oder = !(b+c-+a), 
= oder r, = —c+ta), 
SAr, = 4A(a+c—0) oder r, = +c—b). 


Dieses sınd zugleich die Ausdrücke der Kadien der vier berührenden 
Kreise für das en Dreieck, und es folgt aus denselben 
unmittelbar, daß n=r,-+r,—+r, ist, wie ın dem Lehrsatz behaup- 
tet wird. 

Aus den Ausdrücken (7.) kann man leicht noch einige Zusätze 
herleiten. 

Es ıst nemlıch 

a +b’— 2bccos4, 


also 


Setzt man dieses in die Ausdrücke (7.), so verwandeln sıe sich ıu 
4ar, = be(l—cosA)\(a +e), 
4Ar, = +b —c), 
= be(1+cosA)(a +c—b). 
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Dieses giebt z. B. 
4A(r, -r,+r,) = be[e oder 
4A(r, +r,+r) = be(1—cosA)(e +b-+c) +tabecos4, 
folglich, vermöge des 2ten Ausdrucks (10.), 
4A(rn Hr, +r) = 


oder 
abc 


1l.r =r+ 008 A. 
Es ist aber, wenn man den Halbmesser des um das Dreieck BC be- 
schriebenen Kreises durch R bezeichnet, bekanntlich 


abc 
12. R= ER 
also ıst vermöge (11.) 
tr, + rn —4Rcos4 
13. -r, r,—4RcosB 
rn, tr, tr, —4RcosC 
das heifst: Für die Halbmesser des innern und der drei äufseren berüh- 
renden Kreise in einem beliebigen Dreieck ist der Halbmesser eines be- 
liebigen äufseren Kreises gleich der Summe der Halbmesser der dreı 
übrigen Kreise, weniger dem vierfachen Halbmesser des umschriebe- 
nen Kreises multiplicirt in den Cosinus des Winkels in welchem der 
einzelne berührende äufsere Kreis liegt, oder was dasselbe ıst: wenıger 
dem vierfachen Abstande des Mittelpuncts des umschriebenen Kreises von 
derjenigen Seite des Dreiecks, die dem Winkel gegenüber liegt, ın wel- 
chem sıch der äufsere Kreis befindet. 
Wenn einer der Winkel des Dreiecks ein rechter ist, so ıst des- 
sen Cosinus Null und man erhält dann den Lehrsatz des Hrn. Steiner. 


Ferner geben die Ausdrücke ( 10.) 
+r) = be[3a+b+c+cos A(a—b—e)]| 
= + 4aebr, 
also vermöge des ersten Ausdrucks (10.) 
4A(n,+r,+4r) = 4Ar, +4abe, 
und vermöge (1?.) 


r,, und eben so 


oder 


Arn+r,+r) =Ar+4AR 


14. 
das heifst: In einem beliebigen Dreieck sind die Halbmesser der drei 


oder 


+ 
2 
2 
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äufseren berührenden Kreise zusammen so lang als der Halbmesser des 
inneren berührenden Kreises und der vierfache Halbmesser des umschrie- 
benen Kreises. 


Wenn das Dreieck rechtwinklig ist, z.B. bei 4, so ist 4R —= 2a. 
Also sind im rechtwinkligen Dreieck dıe Halbmesser der äufseren Kreise 
zusammen so lang als der Halbmesser des innern Kreises und die dop- 
pelte Hypothenuse. Addırt man die Gleichungen (13. 14.), so erhält man 
also den Satz: 

5. tn = cosC). 
Setzt man z. B. die erste Gleichung (13.) in (14.), so erhält man 
+r 


2R(1+c0os A), und eben so 
16. + r, 2R(ı1+.cosB), 

+r, = 2R(1+cos0). 
Für das rechtwinklige Dreieck giebt, wenn z. B. 4 der rechte Winkel 
ist, die erste Gleichung (16.) den Satz, dafs die Halbmesser der äufseren 
Kreise, welche dıe Katheten berühren, zusammen so lang sind, als die 
Hypothenuse, was auch folgt, wenn man die 3. und 4. Gleichung (®.) 
addirt. Aehnliche Sätze geben die Gleichungen (8.) für die Katheten. 
Es folgt aus denselben auf gleiche Weise: 


oder 
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Autlösung der Aufgaben und Beweis der Lehrsätze 
>. 6. 7. 8. 9. ım 1sten Hefte 5. 96 und 29. 30. 31. 32. 33. ım 
Hefte 191 des ?ten Bandes dieses Journals. 


(Von Herrn Stud. math. Heinen zu Bonn. ) 


Aufgabe 9. Jeder beliebige Punct ın der Ebene eines ge- 
gebenen geradlinigen Dreiecks kann einer der Brennpuncte 
eines Kegelschnittes sein, der alle drei Seiten des Dreiecks 
berührt. Man soll nun untersuchen, welche Lage der Punci 
ın Beziehung auf das Dreieck haben müsse, damit der Ke- 
gelschnitt entweder Parabel oder Ellıpse oder liyperbel sei 

Die Beantwortung dieser Aufgabe giebt der 32. Lehrsatz des ten 
Hefts Bd. II. Dieser Satz findet sich auch ın Plückers „Analyt. geometr. 
Entwickelungen.” *) Wenn nämlich drei gerade Linien und ein Punct ge- 
geben sind, so giebt es einen Kegelschnitt, welcher die drei gegebenen 
geraden Linien berührt und den gegebenen Punct zum Brennpuncte hat. 
Wir können den zweiten Brennpunct dieses Kegelschnittes unmittelbar 
vermittelst folgenden Satzes bestimmen: Wenn man von irgend einem 
gegebenen Puncte Tangenten an eine gegebene Ellipse oder Hyperbe! 
legt, und zwei gerade Linien nach den beiden Brennpuncten zieht, s« 
bildet eine dieser geraden Linien mit einer Tangente denselben Winkel, 
als die andere gerade Linie mit der anderen Tangente. (Entwik. 355.) 
Sobald nun die beiden Brenrpuncte gefunden sind, ergiebt sich sogleich 
die Natur des Kegelschnittes aus dem bekannten Satze, dafs der Ort der 
Brennpuncte aller derjenigen Parabeln, die drei gegebene Geraden be- 
rühren, derjenige Kreis ist, welcher um das von den gegebenen geraden 
Linien gebildete Dreieck beschrieben werden kann. 

Aufgabe 6. Fället man aus irgend einem Peripherie. 
puncte P des um ein gegebenes Dreieck beschriebenenKrei- 
ses Lothe auf die Seiten des Dreiecks, so liegen bekannt:- 
lich die Fufspuncte dieser drei Lothe allemal ın irgend 
einer Geraden G. Man soll denjenigen Punct P finden, für 


*) Analvtisch- geometrische Entwickelungen von Dr. Plücker. Erster Band. Mit acht Ku- 
piertafeln. Essen bei G. D. Baedeker 1828, 


Creile’s Journal. 11I. Bd. 3. Hft. 37 


> 
x 
! 
A 
. 
= 
se 
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welchen die ihm zugehörige Gerade G mit einer gegebenen 
Geraden parallel ist. 

Auflösung. Nach Sätzen, die wir gleich anführen und bewei- 
sen wollen, beruht die Construction der vorstehenden Aufgabe darauf, 
den Brennpunct derjenigen Parabel zu bestimmen, welche die drei Seiten 
des gegebenen Dreiecks berührt und deren Durchmesser senkrecht ste- 
hen auf der gegebenen Geraden G. Es ist nämlich 1.) der Ort der Brenn- 
puncte aller Parabeln, welche die drei Seiten des gegebenen Dreiecks be- 
rühren, der um das Dreieck beschriebene Kreis. II.) Wenn man von 
irgend einem Puncte dieses Kreises Perpendikel auf die drei Seiten des 
gegebenen Dreiecks fällt, so liegen die Fufspuncte dieser Perpendikel in 
einer und derselben geraden Linie, welche diejenige Parabel im Scheitel 
berührt, welche die drei Dreiecksseiten zu Tangenten und jenen Punct 
zum Brennpuncte hat. Um die eben angedeutete Construction auszuführen 
brauchen wir folgenden Satz: 11.) Zieht man von einem willkührlichen 
Puncte aus zwei Tangenten an eine Parabel und eine Linie nach dem 
Brennpuncte, so bildet diese gerade Linie mit einer Tangente dieselben 
Winkel, als die andere Tangente mit einem beliebigen Durchmesser der 
Parabel. Wir wollen ıhn zunächst beweisen, weil sich alsdann die bei- 
den angeführten unmittelbar ergeben. 

Es seien (Fig. 5. Taf. IV.) CD, CE die von einem willkührlichen 
Puncte C an eine gegebene Parabel gelegten Tangenten, und ? der Brenn- 
punct derselben. Man verbinde C mit P und ziehe durch € den Durch- 
messer CM der Parabel; alsdann ist darzuthun, dafs <MCE=<PCD 
ist. Zu diesem Ende ziehe man vom Brennpuncte P nach den Berüh- 
rungspuncten D und E die geraden Linien PD, PE. Alsdann ist: 

<CPM <CMP+<PCH = <CPD+ <PCD+-<CDP = 2R. 
OÜder da nach bekannten Sätzen (Hamilt. V. 10. u. Il. 16.): 
<CPM—=<CPD und <CDP=<PCD+<PCHM, und <CMP=2MCE, 
so folgt 
<2MCE +<PCM = <2PCD+<PCH, 
<MCE = <PCD. 

Es sei, um Satzl. zu beweisen, AB das von den beiden Tangen- 

vn CE, CD interceptirte Stück irgend einer dritten Tangente, und BG 


‚arallel gezogen mit CM, so hat man: 


mıthın 
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PAB+ ABP 
ECH + 
MCB 
<APB = <ACH. 
In jeder Parabel, welche von den drei geraden Linien O4, CB und 
BA berührt wird, ergänzt also der Winkel 4Cb den Winkel am Brenn- 
puncte {PB zu zweı Rechten, oder der Ort der Brennpuncte aller Para- 
beln, welche von den drei Seiten des gegebenen Dreiecks berührt wer- 
den, ist derjenige Kreis, welcher um das Dreieck beschrieben werden kann. 


Eben so leicht knüpfet sich der Beweis des Satzes Il. hier an, 
Denn, wenn wir von irgend einem Puncte € irgend einer Tangente UF 
eine gerade Linie CP nach dem Brennpuncte der Parabel und eine zweite 
gerade Linie CD so ziehen, dafs der Winkel PCD, welchen sie mit der 
erstgezogenen bildet, gleich ıst demjenigen Winkel ECM, den die Tan- 
sente mit einem Durchmesser der Parabel bildet, so ist nach IH. diese 
serade Linie eine zweite Tangente der Parabel, und umgekehrt: wenn 
man von einem Brennpuncte einer Parabel aus nach allen möglichen 
Tangenten unter demselben gegebenen Winkel gerade Linien zieht, so 
liegen die Fufspuncte aller dieser geraden Linien auf einer neuen gera- 
den Linie, die selbst eine jener Tangenten ist und mit den Durchmes- 
sern der Parabel den gegebenen Winkel bildet. Ist dieser Winkel ein 
Rechter, so ist diese gerade Linie offenbar die Tangente im Scheitel der 
farabel. Da wır nun die drei Seiten irgend eines Dreiecks ansehen 
können als die Tangenten einer Parabel, welche nach Il. irgend einen 
Pınct des um das Dreieck beschriebenen Kreises zum Brennpuncte hat, 
so haben wir beiläufig den in der Aufgabe als bekannt vorausgesetzten 
Satz bewiesen, dafs die von irgend einem Puncte des um irgend ein ge- 
zebenes Dreieck beschriebenen Kreises auf die Seiten des Dreiecks ge- 
fällten Perpendikel ın gerader Linie liegen. Nach diesen Sätzen ergiebt 
sich folgende Construction: 

Esseı HM (Fıg. 6. Taf. IV.) die der Richtung nach gegebene gerade 
Linie, ABC das gegebene Dreieck. Man fälle aus einem beliebigen Winkel- 
puncte des Dreiecks, etwa aus C ein Perpendikel auf /M, welches mit der 
einen durch € gehenden Dreiecksseite AU einen Winkel « bildet, und 
lege endlich durch denselben Punct € eine zweite gerade Linie, welche 


mit der anderen durch Ü gehenden Dreiecksseite 5C denselben Winkel « 


<APB = 2R— 


also 


| 
=. 
= 
Er 
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bildet. Diese letztgezogene Linie schneidet den um das Dreieck be- 
schriebenen Kreis in dem verlangten Puncte P. — 
Die eben gegebene Construction, zu der wir mittelst obiger Sätze ge- 
langten, läfst sich auch ohne Hülfe derselben folgendermafsen rechtfertigen. 
Es seien E, G, D (Fig. 6. Taf. IV.) die Fufspuncte der vom Puncte 
P auf die Dreiecksseiten BC, BA und 4C gefällten Perpendikel. Alsdann 
liegen die vier Puncte P, E, C und D auf dem Umfange desselben Krei 
ses. Hieraus folgt, dafs 
<CED = <CPD; und da 
<ECF = <PCD, so ıst in den Dreiecken CPD und CEF auch 
<PDC = <EFC=R, also ED senkrecht auf CM. q. e.d. 
Statt durch E, P, D und C können wir auch durch P, E, B und 
G einen Kreis legen, und es zeigt sich dann sogleich, indem wir BJ 
parallel mit ziehen und P mit PB verbinden, das AEIBnAPGE, 
daher SEIB=<EFC=R, folglich auch die durch E und G gezogene 
Linie senkrecht auf CF’ ıst, daher die drei Puncte E, G und D ın gera- 
der Linie liegen. | 
Lehrsatz 7. Halbiret man in einem Viereck ımKreise, 
sowohl die Winkel zwischen den Diagonalen, als auch die 
Winkel, welche die gegenüberliegenden Seiten einschlie[sen, 
so sind von den 6 Geraden, welche diese Winkel halbiren, 
drei und drei parallel *). 
Beweis. Wir woilen 
für die Gleichung des Kreises nehmen, und zwei gegenüberstehende Seı- 
ten des in demselben beschriebenen Vierecks darstellen durch eine ein- 
zıge Gleichung: 
Wenn wir voraussetzen, die Coordinaten- Axen seien so bestimmt, 
dafs sie denjenigen beiden geraden Linien, welche die von jenen Vier- 
ecksseiten gebildeten Scheitelwinkel halbiren, parallel sind, so haben wir 
offenbar folgende Bedingungsgleichung: 
= 0, 
und mithin reduzirt sich die Gleichung jenes Linien-Systems auf: 


*%) Ein anderer Beweis dieses Lehrsatzes steht im dritten Bande dieses Juurnals Ileft 1. 5. 34. 


Anm. d. Red. 
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(2.) = 0 
Alle Gleichungen des zweiten Grades, die sich durch Verbindung von 
(1.) und (2.) ergeben, sind in folgender enthalten: 

(aa (d-rb‘) ab!’ bb’ — tr 
wo wir durch & einen unbestimmten Coefficienten bezeichnen. Bei einer 
gehörigen Bestimmung dieses Coefhicienten stellt diese Gleichung jede be- 
liebige Linie zweiter Ordnung dar, welche durch die vier Winkelpuncte 
des in den Kreis beschriebenen Vierecks gehet. In jener allgemeinen 
Gleichung sind also auch enthalten die Gleichungen der beiden übrigen 
Liniensysteme, die durch jene vier Puncte gehen, nämlich des Systems 
der beiden noch übrigen gegenüberliegenden Seiten und des Systems der 
beiden Diagonalen des in den Kreis beschriebenen Vierecks. Für jeden 
dieser beiden Fälle mufs die Gleichung (3.) folgende der Gleichung (?.) 

ganz entsprechende Form annehmen können: 

und da in der Gleichung (?.) das mit xy behaftete Glied fehlt, so folgt hieraus 
= 0, 

d.h. diejenigen beiden geraden Linien, welche die von den beiden Li- 
nien jedes der resultirenden Systeme gebildeten Scheitelwinkel halbiren, 
sind wie in dem ursprünglich angenommenen Systeme den beiden Coor- 
dinatenaxen parallel. Hiermit ist also der obige Satz bewiesen. 


In dem oben citirten Werke N. 293. wird aus Entwickelungen, die 
mit den vorstehenden im Wesentlichen übereinstimmen, unmittelbar der 
bekannte Satz angeknüpft, dafs Peripheriewinkel auf demselben Bogen 
einander gleich sind. Diefs führt uns darauf hin, dafs unser Satz sich 
auch aus diesem ergeben müsse. 

Ist nämlich (Fig. 7. Taf. IV.) £DBC das in den Kreis beschriebene 
Viereck, dessen Diagonalen sich in E und dessen gegenüberstehende Seiten, 
AD und BC in G, und 4C und DB in F schneiden, so hat man, wenn G//, 
welche CD in M schneidet, den Winkel DGB und EX den Winkel dEC 


halbıret, 
<AEC = <ECB + <EBC 


<ECB = 
<AEC = <GDCH<EBEC 
= 


\ 
| 
= 
— 
a 
1... 
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also 


= 3GCD-+ GDC, oder 
<KEC = <EMH, daher EXK# GH. 

Hieraus ergiebt sich leicht der vollständige Beweis des obigen Satzes. — 

Lehrsatz 8. Vier beliebige Geraden in einer Ebene 
bilden zu drei und drei genommen vier Dreiecke. In jedem 
dieserDreiecke schneiden die dreiLothe aus denSpitzen auf 
die gegenüberliegenden Seiten einander in einem Puncte, 
und diese vier Puncte liegen allemalin einer Geraden. 


Beweis. Es seien bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten: 


ytex 
(2.) =0, 
(3.) +b" = 0, 
(4.) — 0, 


die Gleichungen der vier gegebenen geraden Linien. Alsdann findet man 
leicht für das von dem Durchschnitte von (1.) und (2.) auf (3.) gefällte 


Perpendikel folgende Gleichung: 


b—b' (ba’ — b’a) 


und durch Vertauschung ergiebt sich für das vom Durchschnitte von 


(1.) und (3.) auf (2.) gefällte Perpendikel: 
Multipliciren wir die Gleichung (5.) mit «‘ und die Gleichung (6.) mit 
@’', und ziehen dıe erstere von der Ietzteren ab, so erhalten wir: 
a’ a" (a2 — 1)(W’— — aa (a? —1)(— aa (a —1)(b— 
(a’— a) (a — a’) (a'’—.a) 

für die Abscisse des Kreuzungspunctes der Perpendikel in dem von den 
drei ersten geraden Linien gebildeten Dreieck. 

Wenn wir nun annehmen die zweite Axe, über welche ursprüng- 
lich durchaus keine Bestimmung gemacht worden ist, gehe durch den 
eben bezeichneten Kreuzungspunct, so erhalten wir folgende Bedingungs- 


gleichung: 


(Wir wollen nämlich der kürzeren Bezeichnung wegen ®—1=35, 


setzen.) Soll die zweite Axe 


ı2 


ebenfalls durch den Kreuzungspunct in dem von den Geraden (1.), (2.) und 
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(4.) gebildeten Dreieck gehen, so mufs eine zweite Bedingungsgleichung: 
Statt finden, die wir unmittelbar aus (7.) erhalten, indem wir die zwei- 
mal accentuirten Buchstaben dreimal accentuiren. Wir können endlich 
noch zur völligen Bestimmung des Coordinatensystems annehmen, die 
erste Gerade (1.) gehe durch den Anfangspunct. Alsdann ist 3=0, und 


wir erhalten aus (7.) und (8.): 
a’ a’ (b’— b’) ge’ b'' b’ 


Elıminirt man zwischen diesen beiden Gleichungen =, so findet man: 


Dieselbe Gleichung erhält man aus (7.), indem man die nicht accentuir- 
ten Buchstaben dreimal accentuirt. Es geht also die Axe der y auch 
durch den Kreuzungspunct der Perpendikel in dem von den Geraden (?.), 
(3.) und (4.) gebildeten Dreieck. Es ist also auch bewiesen, dafs die 
Kreuzungspuncte dreier der vier im Satze bezeichneten Dreiecke ın ge- 
rader Linie liegen, und da wir für dieselben je drei beliebige nehmen 
können, folgt auch, dafs alle vier Kreuzungspuncte in gerader Iunie 
liegen. — 

Lehrsatz 9. Vier beliebige Puncte in der Peripherie 
eines gegebenen Kreises bestimmen zu dreien genommen 
vier Dreiecke. Die vier Puncte, in welchen die Lothe aus 
den Spitzen dieser vier Dreiecke auf die gegenüberliegen- 
den Seiten einander schneiden, liegen allemal in der Peri- 
pherie eines Kreises, welcher dem gegebenen gleich ist. 

Beweis. Es ist ein bekannter und leicht zu beweisender Satz, 
dals die vier gegebenen Puncte und die vier Constructionspuncte alle acht 
auf ein und derselben gleichseitigen Hyperbel liegen. Wir wollen die 
beiden Coordinatenaxen, was auf dreifache Weise geschehen kann, durch 
die vier gegebenen Puncte legen. Stellt alsdann die Gleichung; 

(1.) 0 
jene Hyperbel dar, so ist zunächst, wenn v den Coordinatenwinkel bedeutet, 
1—22cosv+ß = 0, 
und, da die gegebenen Puncte auf einem Kreise liegen, 


4 
- 
> 
5 
N 3 
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1 


cosv" 


mithin: 


(2) 


Wenn wir von denjenigen beiden (gegebenen) Puncten der Curve, welche 
auf der zweiten Axe liegen und deren Ordinaten wir y’, y’ nennen wol- 
len, Perpendikel auf die erste Axe fällen, so sind die zweiten Durch- 
schnitte dieser Perpendikel mit der Curve zwei der vier Constructions- 
puncte. Das System dieser beiden Perpendikel wird durch folgende Glei- 
chung dargestellt: 


die Form annimmt: 


Wenn wir diese Gleichung von (1.) abziehen und neben der Gleichung 
(2.) zugleich auch berücksichtigen, daß — (y +y)=2y, y'y'=e, so 


ergiebt sıch: | 
cos + (+ = 


Diese Gleichung stellt, wenn wir den Factor x fortlassen, diejenige ge- 
rade Linie dar, welche durch die beiden Constructionspuncte geht, und 
die, wie die Form der Gleichung zeigt, der zweiten Axe parallel ist. 


Es ist also bewiesen, dafs zwei gegebene Puncte und zwei Constructions- 
puncte dıe Winkelpuncte eines Paralleloegramms sind, und dafs also, 
da wir die zweite Axe durch je zwei der gegebenen Puncte legen kön- 
nen, die vier Constructionspuncte ein Viereck bilden, das mit dem von 
den vier gegebenen Puncten gebildeten Viereck identisch ıst. Hieraus folgt 
denn auch der vorstehende Satz. — 

Wir hätten alle analytische Entwickelung bei Seite setzen können, 
wenn wir folgende beiden Sätze als bekannt betrachtet hätten: 

1) Wenn man durch die vier Durchschnitte irgend eines Kegelschnittes 
und eines Kreises paarweise genommen, zwei gerade Linien legt, so 
schneiden dieselben die Axe des Kegelschnittes unter gleichen Winkeln. 

2) Der Winkel zweier zugeordneter Durchmesser der gleichseitigen 
Hyperbel, weniger dem Doppelten desienigen Winkels, den der eine 
dieser Durchmesser mit der Queraxe bildet, ist gleich einem rech- 
ten Winkel. 
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Lehrsatz 29. Die Leitlinien aller Parabeln ın einer 
Ebene, von denen jede drei beliebige Geraden berührt, 
schneiden einander in einem und demselben Puncte, und 
zwar in dem nemlichen Puncte, ın welchem die aus den 
Winkeln des von den drei Geraden eingeschlossenen Drei- 
ecks auf die gegenüberstehenden Seiten gefällten Lothe 
einander schneiden. 

Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wır blofs darzuthun, dafs 
wenn eine Parabel von irgend drei geraden Linien berührt wird, die Leitli- 
nıen derselben durch den Kreuzungspunct der drei Perpendikel gehen, 
welche in dem von den drei Geraden gebildeten Dreieck von den Spitzen 
auf die gegenüberliegenden Seiten gefällt werden. Zu diesem Ende sei: 

= 2px | 
die Gleichung einer gegebenen Parabel, bezogen auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem, und 


ytrar+b=0, 
=0, 
— 0, 


die Gleichungen dreier geraden Linien. Sollen diese Linien dıe gegebene 
Parabel berühren, so erhalten wir folgende drei Bedingungsgleichungen 
zwischen den Constanten 

pP pP 


Substituiren wir diese Werthe für 2, d’. 5“ ın den Ausdruck für die 
Abscisse des Kreuzungspunctes der Perpendikel, welche von den Spitzen 
des von den drei geraden Linien gebildeten Dreiecks auf die gegenüber” 
liegenden Seiten gefällt werden, nemlich in folgenden Ausdruck: (siehe 
den Beweis des Satzes 8.) 

a (a? 1) b’*) — aa” (a? — 1) (b— ta a’ (a? — 1) (b 

(a’— a) (a’— a’') (a''— a) 


so ergiebt sich auf der Stelle: 


Der Kreuzungspunct liegt also auf der Directrix der Parabel. 
Lehrsatz 30. Berührt irgend eine Parabel drei Gera- 
den, welche ein gleichseitiges Dreieck einschliefsen, so 
treffen die drei Geraden aus den Ecken des Dreiecks nach 
Crelle’s Journal. 111. Bd. 3. Hft. 38 


fe 
= 
\ 
x 
pP 
\ 
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den Berührungspuncten einander im Brennpuncte der Pa- 
rabel. 

Beweis. Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar, wenn wir bewei- 
sen, dafs umgekehrt eine gerade Linie, welche durch einen Winkel- 
punct eines um eine gegebene Parabel beschriebenen gleichseitigen Drei- 
ecks und den Brennpunct der Parabel geht, die gegenüberliegende Seite 
des Dreiecks in dem Berührungspuncte schneidet, 

Es sei nun ABC (Fig. 8. Taf. IV.) das umschriebene Dreieck; f 
der Brennpunct, welcher auf dem um das Dreieck beschriebenen Kreise 
liegen mufs. Man ziehe CF, welche B4 im Puncte E schneidet; alsdann 
ıst E derjenige Punct, in welchem die Parabel von BA (genugsam ver- 
längert) berührt wird. Denn verbindet man den Punct £ mit dem Puncte 
B und zieht hernach BG so, dafs die Winkel {BF und GBC gleich sind, 
so ıst BG ein Durchmesser der Parabel. Mit diesem Durchmesser par- 
allel ziehe man endlich durch E die Linie EH. Hiernach ergiebt sich 
nach allgemein bekannten Sätzen: 

<BEC= (<BFC) —<ERBF 
< ABC 
== 
= ABG 
== 
woraus dann folgt, dafs E der Berührungspunct ist. 


lıehrsatz 31.a. Berührt irgend eine Fläche zweiten 
Grades die sechs Kanten einer dreiseitigen Pyramide oder 
ihre Verlängerungen, so schneiden die drei Geraden durch 
die Berührungspuncte der gegenüberliegenden Kanten, ein- 
ander allemal ın einem Puncte. 


Beweis. Eine Fläche zweiter Ordnung ist durch sechs ihrer 
Tangenten und drei Puncte vollkommen bestimmt. Sind jene sechs Tan- 
genten die Kanten eines Tetra@ders, und jene drei Puncte diejenigen Puncte, 
in welchen drei dieser Kanten (die nicht in derselben Ebene sich be- 
finden) berührt werden, so erhalten wir die drei übrigen Berührungs- 
puncte auf der Stelle. Denn jede Seitenfläche jenes Tetra@eders, etwa 
ABC (Fig. 9. Taf. IV.), schneidet die Fläche zweiter Ordnung in einer 
Curve derselben Ordnung, die von drei Kanten AB, 4C, BC berührt wird. 
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Sind die Berührungspuncte M und O auf zwei dieser Kanten, auf 4C und 
AB, gegeben, so erhalten wir nach einem bekannten Satze den Berührungs- 
punct / auf der dritten Kante CB, indem wir durch den Durchschnitt 
von MB und CO, durch E, die gerade Linie #/ ziehen, die auf 50 
jenen Berührungspunct bestimmt. Ist aufser den Berührungspuncten X 
und O noch ein Berührungspunct 2. B. P auf #/D gegeben, so erhalten 
wir, wenn wir wie eben construiren, auch die beiden übrigen Berührungs- 
puncte / und R. Um nun zu beweisen, dafs diejenigen geraden Linien, 
welche diese Puncte, paarweise genommen, P und N, Q und M, O und 
R verbinden, sich ın demselben Puncte schneiden, verfahren wir am kir- 
zesten auf folgende Weise. — 

In den Puncten 4, B, C und D wollen wir uns vier Gewichte 


denken, die sich verhalten, wıe 
1.94. Mc, PD 
OB’ MA’ PA 
Alsdann fallen die Schwerpuncte der Gewichte 
A und B in O, D und C ın A, 
A und C ın M, D und B in Q, 
A und Din P, B und C ın N. 
Mithin gehen OR, MO und PN durch den Schwerpunct aller vier Ge- 
wichte, und der obige Satz ıst also bewiesen. 
Zusätzlich bemerken wir, dafs durch denselben Punct auch dieje- 
nigen vier geraden Linien gehen, die von jedem der Eckpuncte des Te- 


traeders nach dem Kreuzungspunct derjenigen drei geraden Linien gezo- 
gen werden, die in der gegenüberliegenden Seitenfläche die Berührungs- 
puncte mit den gegenüberliegenden Winkelpuncten verbinden. 


Lehrsatz 31.6. Berührt von zweı beliebigen Flächen 
zweiten Grades jede die sechs Kanten einer dreiseitigen 
Pyramide oder ihre Verlängerungen, so liegen die zwölf Be- 
rührungspuncte allemal in einer dritten Fläche desselben 
Grades. 

Beweis. Wenn wir drei ın derselben Ebene liegende Kanten 
des Tetra@ders, etwa die Kanten AB, 4C, BC (Fig. 10. Taf. IV.) nehmen, 
welche in den Puncten 0, M, N und 0’, M', N’ von den beiden Flächen 
zweiter Ordnung berührt werden, so gehen nach der schon vorhin ge- 


machten Bemerkung die geraden Linien AV, CO und BM, so wie auch 


ER 

| 
ER 
er) 
- 

3 
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AN’, CO‘, und BM’ durch denselben Punct. Alsdann ergiebt sich leicht, 
dafs die sechs Puncte 0, M, N und O', M', N’ auf einem und demsel- 
ben Kegelschnitte liegen. Die vier Kegelschnitte, welche wir hiernach 
auf den vier Seıtenflächen des Tetra&@ders construiren können, schneiden 
sich offenbar zu je zweı in zwei Puncten, und durch je zwei dieser Ke- 
gelschnitte können wir beliebig viele Flächen zweiter Ordnung legen. 
(Es ist leicht zu zeigen, dafs diefs überhaupt immer dann geschehen kann, 
wenn zwei Kegelschnitte ım Raume durch dieselben beiden Puncte gehen.) 

Wenn wir uns auf die Fig. 11. Taf.1V. beziehen, so können wir 
2. B. einen Kegelschnitt durch die sechs Puncte O, O0‘, IV‘, IV, M, M’ und 
einen zweiten durch die sechs Puncte 0, 0’, 0’, 0, P, P‘' legen, welcher den 
ersten in den beiden Puncten 0, ©’ schneidet. Durch diese beiden Kegel- 
schnitte lassen sich unendlich viele Oberflächen zweiter Ordnung legen, 
die also durch die zehn Puncte M, I, N‘, 0', P, P' gehen. 
Um eine solche Linie vollkommen zu bestimmen, müssen wir noch einen 
Punct annehmen; dieser Punct sei A. Die so bestimmte Fläche wird 
von der Ebene CD nothwendig in einem Kegelschnitte geschnitten. Auf 
diesem Kegelschnitte liegen die Puncte MM‘, PP‘, RR‘, also liegt auf 
demselben der Punct R’/, welcher Punct mithin ein Punct der Oberfläche ist. 

Lehrsatz 33. D Wenn in einer Ebene zwei gerade 
Linien einander schneiden, so giebt es zwei andereGeraden; 
die ihre Winkel halbıren. 

2) Sind dreiGeraden gegeben, so wird jede derselben 
von den zwei Geraden, welche nach (1.) zu den beiden übri- 
gen gehören, in zwei Puncten geschnitten; zusammen giebt 
es also 6 solcher Durchschnittspuncte, und von diesen 6 
Durchschnittspuncten liegen 4 mal 3in einer Geraden. 

3) Sind vier gerade Linien gegeben, so wird jede der- 
selben von den vier Geraden, welche zu den drei übrigen ge- 
hören, nach (?.) in vier Puncten geschnitten; solcher Puncte 
sind also zusammen 16, und von diesen 16 Puncten liegen 
S mal 4 in einer Geraden. 

4) Sind 5 Gerade gegeben, so wird jede derselben von 
den $ Geraden, welche zu den 4 übrigen gehören, nach (3.) 
in 8 Puncten geschnitten; dieses sind zusammen 40 Puncte, 
und von diesen 40Puncten liegen 16 mal5 in einerGeraden.— 
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Ueberhaupt bei n gegebenen Geraden wird jede von den 
2"”Geraden, welche zu den n—ı übrigen gehören, in 2” ’Punc- 
ten geschnitten, welches zusammen 2”?malnPuncte ausmacht, 
und von diesen Puncten liegen 2” mal rn in einer Geraden. 
Dieser Satz ıst noch ein specieller Fall von einem allgemeineren Satze. 
Beweis. Wenn bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten 
irgend eine gegebene gerade Linie und (y’, x’) irgend einen gegebenen 
Punct darstellt, so ıst bekanntlich der Abstand dieses Punctes von der 
geraden Linie durch folgenden Ausdruck gegeben: 

Wir wollen x’ und y’ als veränderliche Gröfsen betrachten, und alsdann 
diesen Ausdruck der Kürze wegen durch 4 bezeichnen, so dals mithin 
d=o0 

dıe Gleichung der gegebenen geraden Linie ist. 
Wenn statt der gegebenen geraden Linie eine andere gegeben ist, 
s6 ändert sich die Form von (1.) nicht, nur @ und 5 erhalten andere 


Werthe. Solche Ausdrücke, die sich auf eine zweite, dritte, ..... (n—1) 
gegebene gerade Linie beziehen, wollen wir durch 4, A", ..... A" 
bezeichnen. Alsdann stellt die Gleichung 


diejenigen beiden geraden Linien dar, welche die von zweı gegebenen 
geraden Linien gebildeten Winkel halbiren, und die Gleichung 
nach dem Ausdrucke des Satzes, die zu drei gegebenen geraden Li- 
nien gehörigen vier Geraden dar, und um gleich zum Allgemeinen über- 
zugehen, die Gleichung 
ALL 

die zu 2 gegebenen geraden Linien gehörigen 2” Geraden. Diese Glei- 
chung wird befriedigt, wenn folgende Paare von Gleichungen zugleich 


statt finden: 
A = 0, A'+ A' A" = 0, 


20, 


— 

\ 
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Wir erhalten hiernach x Puncte jener geraden Linie, nämlich die Durch- 
schnitte jeder der r gegebenen geraden Linien mit den zu den n—ı 
übrıgen gehörigen Geraden. 


Den „allgemeineren Satz, von welchem der vorliegende ein spe- 
cieller Fall ist,” erhält man, wenn man die obige Construction auf irgend 
eine andere Ebene projicirt. Alsdann sind irgend zwei gegebene geraden 
Linien und die beiden zugehörigen Geraden solche Linien, die man Har- 
monicalen genannt hat. Wir brauchen aber ın dem analytischen Be- 
weise dieses allgemeineren Satzes nicht zum Projiciren unsere Zuflucht 
zu nehmen; denselben Satz erhalten wir, wenn wir in der Gleichung 
(IL) jedem Gliede irgend einen Coefhicienten beifügen. — 


Man kommt zu einer neuen Reihe von Sätzen, wenn man dıe 
Gleichung (Il.) auf eine andere Weise ın zwei Theile zerlegt, um sie 
durch den Durchschnitt von Paaren gerader Linien zu construiren. Auch 
ergiebt sich leicht die geometrische Beziehung der zu 2 gegebenen ge- 
raden Linien gehörigen 2” Geraden. Hierüber vergleiche man die oben 
angeführten Entwickelungen von Hrn. Plücker (54, 1.). 


Zugabe. 


\enn man durch jede der drei Ecken eines gegebenen Dreiecks 
ABC und durch irgend zwei feste in der Ebene des Dreiecks beliebig 
angenommene Puncte 7 und 7° (Fig. 12. Taf. IV.) zwei gerade Linien zieht, 
so wird von diesen Linien jede der drei gegenüberstehenden Seiten in 
zweı Puncten // und IV’, M und M’, O und O’ geschnitten. Diese Durch- 
schnitte liegen alle sechs auf derselben Linie zweiter Ordnung. 


Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir nur zu zeigen, dals 
ın dem von jenen Durchschnittspuncten bestimmten Sechseck die gegen- 
überliegenden Seiten OO’ und MM’ und NN‘ und OM sıch 
ın solchen drei Puncten schneiden, die in gerader Linie liegen. Zu die- 
sem Einde stellen wir die Gleichungen der drei Dreiecksseiten (Gleichun- 
sen von der Form = 0) der Kürze halber folgenderma- 


isen dar 


| 


(AB. 
(AC), 


7? 


o (BC). 


> 
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Alsdann erhalten wir für die drei durch / und die drei durch 7 ge- 
henden geraden Linien folgende Gleichungen: 
c—ub=o0 für VA, c—uwub=0 für F’A4, 
c—va=0 - c—vVa=0 - 
ub—va=0 - rb—va=o0 - 
wobei # und v, #’ und v’ gehörig zu bestimmende Coöfhicienten bedeuten, 
deren Werth sich mit der Lage der Puncte / und 7° ändert. 


(Wir erhalten nämlich die allgemeine Gleichung aller geraden 
Linien, die durch den Durchschnitt zweier gegebenen gehen, indem wir 
die beiden Gleichungen der letztgenannten von einander abziehen (oder 
auch zu einander addiren), nachdem wir zuvor eine derselben mit ei- 
nem unbestimmten Coefhicienten multiplicirt haben. Nehmen wir ferner 
Gleichungen von der Form y+Bx--C = 0, so können wir hier- 
nach offenbar irgend drei durch denselben Punct gehende gerade Li- 
nıen durch drei Gleichungen darstellen, von denen man eine durch Ab- 
ziehen der beiden übrigen erhält.) Wir erhalten ferner folgende Glei- 
chungen: 


c— ub—ve=0 für NM", 
ce+ub—va=0 - MO, 
c—ub+vVa=0 - NO‘. 


Denn die erste dieser Gleichungen wird befriedigt, wenn zugleich: 
a=0 und c—ub=0 (im Puncte 


b=0 - (im Puncte M’). 
Die zweite derselben wird befriedigt, wenn zugleich: 

b=0 und c—ve=0 /im Puncte M), 

e=0 - ub—va==0 (im Puncte OÖ). 


Die dritte endlich, wenn: 
a=0 und c—ub= 0 (im Puncte NV‘), 
e=0 - „b—vam=0 Puncte 0"). 


(Die allgemeine Gleichung der Linien, die durch /V, den Durch- 
schnitt der Linien @=0 und c—u5b=0, gehen, ist nach dem früher Be- 
merkten &a+c—»b=0, indem £ irgend einen unbestimmten Coefhcien- 
ten bedeutet. Auf ähnliche Weise ist die allgemeine Gleichung der Linien, 
die durch M‘, den Durchschnitt der Linien 1 =090 und c—vVa=o0 ge- 
hen folgende: +c—va=0. Wenn wir £ und so bestimmen, dafs 


uni, 
\ 
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die beiden Gleichungen ıdentisch werden, was dann geschieht, wenn 

2=—u, &=—v, so erhalten wir die obige Gleichung 

derjenigen geraden Luanie, die zugleich durch M’ und N geht.) Nun 


ıst auch: 
(1) 0 


die Gleichung einer geraden Linie, und diese wird befriedigt, wenn 


zugleich: 


== 0 blofs ce=0) und — (ec 
0 - - c+ub—va = 0, 
= 0 - - b=0 - e—ut+va = 0, 


d.h. die Durchschnitte von JB und NM’, von BC und OM und von AC 
und O'M’ liegen auf der durch (1.) dargestellten Linie. 


Beiläufig bemerken wir, dafs wır 60 verschiedene gerade Linien 
erhalten, die, ähnlich der durch (1.) dargestellten, drei Durchschnitte der- 
jenigen Linien enthalten, welche die sechs Puncte Q, N‘, /V, WM’, M 
paarweise genommen verbinden. 
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26. 
Beantwortung der Aufgabe S. 212. dieses Bandes: 


„Kann «“"—ı, wenn # eine Primzahl und « eine ganze Zahl 
und kleiner als #» und gröflser als 1 ist, durch au 
theılbar sein.” 


‘Von Herrn Prof. C. G. Jacobi.) 


V eraniaist durch vorstehende interessante Aufgabe, ersuchte ich einen 
meiner Freunde hieselbst, Hrn. Busch, die Congruenz 


ın Bezug auf den Modul ax für die Primzahlen bis 37 nach allen ıhren 
Wurzeln aufzulösen. Das Resultat dieser Arbeit enthält dıe unten ste- 
hende Tabelle Es ıst darın den Wurzeln die Form @ + ae‘ gegeben, 
wo a und «@‘ positive Zahlen sind, die kleiner sind als u; zu dem a, das 
ın der ersten Verticalreihe steht, giebt sie für a = 5, 5, 7, 11, 15, 17, 
19, 23, 29, 31, 37, welche Zahlen sıch in der obersten Horıizontalreihe 
befinden, das entsprechende a‘, damit a -H a’ eine Wurzel sei. So z.B. 
sind die Wurzeln von z"=1 (Mod. 37°) 
1, 2+2.37, 3-+ 17.37, &-4- 8.37, 5 + 24,37, etc. etc. 

Ist @'=0, so ıst eine ın der Aufgabe verlangte Zahl gefunden. Die 
Tabelle giebt @=0, für 


11| 3.9. 
29 | 14. 
37 | ıs. 


Die einfachste Lösung giebt 243 —2.11’+1;, also auch 
wenn man dıe Vielfachen von 121 fortläfst. 


Greile’s Journal. 111. Bd. 3. Hft.! 39 


? 
{ 
” 
2 
| 
r 


302 26. C. G. J. Jacobi, Beantwortung der Aufgabe 5. 212, dieses Bandes. 


3 5 7 11 13 17 19 23 29 3i 37 

a ee a’ | a’ a‘ a’ a’ a‘ a’ a’ a’ 
? 1 + 10 6 y 6 11 12 
3 3 4 0 11 13 16 h) 16 20 17 
4 4 ? 7 11 2 ) 2i fe) 17 Ss 
5 ? i 2 14 24 
6 ie) 1 172 20 9 14 3 
I 11 4 15 22 27 25 
N 10 j 15 17 24 20 24 
1 10 i T 9 25 
10 10 1 1) 17 11 14 26 21 
11 6 14 3 fe) 21 13 21 
1? 1? 7 3 14 1 ei 18 
13 14 5) il 22 23 13 
14 3 15 13 14 27 
15 7 13 h) 28 18 y 
16 16 2 7 6 2 27 
17 12 2? 27 16 
19 1 14 23 h 
0 17 19 17 25 
21 11 4 4 
22 22 6 3 27 
23 | 19 | 10 y 
24 | 26 3| 3 
25 | 20 16 IS 
26 12 16 iD 
26 13 15 
28 28 10 
29 1S 12 
Oo 30 11 
33 
32 12 
33 28 
19 
35 34 
36 | 36 
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27. 
Suite des notices sur les fonctions elliptiques. (V. p. 192. 
(Par Mr. C. G. J. Jacobi, prof. en phil. a Königsberg. 


(Extrait d’une lettre de l’auteur au redacteur de ce journal, du 21. Juillet 1828. ) 


Irssnte aux formules donndes dans ma dernicre lettre les developpe- 
mens des fonctions elliptigues de seconde et de troisieme espece. 
Soit en adoptant la notatıon de Mr. Legendre, A=y(1—4#®sın®°), 


A0Q, A6cQ, Fo=/"L, ı de maniere 


que Z” est ce que je designe par Ä: si l’on met 
—K'n 
2Kx 
um, y=e 
conformement a la notation dont jıaı coutüme de me servir pour ma 
part, on aura: 
FEo—-EfFet= 
—2g*sin4r + 
g’sin4s 
1— g* 1—g° 
Mr. Legendre a demontre que leexpression suivante, dependante des 
fonctions elliptiques de seconde et de troisieme cspece: 
22°" sin Acos Asing® 
F'EA— 
Ag(1—k? sin 4*sing*) 
reste la m&öme sı Jon echarge entre eux les A4et Sıl'on mei 


2K 
A=um X 


4 


‚ je trouve quelle esi eyale a 
lo — cos — 29% c0os4 (x — e)—2g? cosb —a)-+.. 
gsin2asin?x g’sinde 
un 
formules symmetriques en & et x, et FR la premiere embrasse tous les 
cas des fonctions eiliptiques de troisieme espece, pourvüu quon donne & 
des valeurs reelles ou imaginaires queiconques. 
On peut remplacer les fonctions elliptiques par la nouvelle trans- 


cendante: 
34 * 


z 
— 
\ 
= 
PR 
| 
z 
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1—29c0052x + 29° cos4x — 29° cos6x + 29" cos8x—.... = Ör. 


Si — log 


un aura 


Hx 


on aura 


3) m) = Or, 
4) = 


q 
9) 


_ 7) = Hr, 


On aura de plus: 


= 25ineyg— 2sin3xyg + 2sindxy — 


7) = — Her, 
8) H(x +4) ie" 


9) +7 ur se 
10) Hivo= 0, 
11) = 


Lies ionctions elliptiques peuvent &tre exprimcdes par les fonctions et 
Hx quon peut reduire a une seule au moyen des formules: 


19) 


2Kxz _ 1 Hx 
sın 
. 
N mehr _ 
3) C0S@ = ] 
st 


14) 


Aam- — = vH. 


Les constantes Ä, Ä se trouvent l’aide des formules: 


15) =0(5) +2 +27" 


16) 


17) 


2KK 


v9 
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La fonction elliptique de troisitme espece 2. devient simplement: 
O(x+«) 
On tire de lequation (12.) les deux autres (13., 14.), le theoreme d’Eu- 
ler sur la sommation des fonctions elliptiques, l’&quation differentielle 


4 


et quantit€ d’autres formules, a l’aide de l’equation 
24H (7, H(2 vo), 
ou en d’autres termes: 
19) (sin —sin q? +sin 52V (1—2g cos2X + 29% cos4X—2g?cos6X +... 
(sinXV q —sin3XY g?+sindXV (1—2g c05 2x +2g* cos4x — 2g?cos6x +... 


>: 


equation remarquable et aisement a d&montrer au moyen des premiers 
elemens de la trigonombeitrie. 
Les fonctions ©(x) et peuvent resolues en facteurs. 
On trouve 
Ox=C(1—290052x 9°)(1— 27°c052x (1 — 29° + 
Hx= 
27 9.C sinx(1— 29° + — +4")...-, 
€ etant une constante. En appliquant seulement a ces formules le theo- 
reme de Cötes, on trouve sur le champ la theorie generale de la trans- 
formation et de la multiplication des fonctions © ou J//, et par suite en 
meme temps celle des fonctions elliptiques. En effet on a suivant le 
theoreme de Cötes, z etant un nombre impair quelconque: 


etant une autre constante.e Nommons Ä”, les quantites qui de- 


pendent de la m&me maniere de 9” que X, k de g: on tire de la formule 


2Kx 


N 
u 
> 
x 
(2 
= 
| 
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cette autre 


2 H (x, q”\ 
(x, g") 
Cela pose, les equations 20., 21. etant divisces par l’autre, on entire: 


formule generale pour la transformation des fonctions elliptiques, telle que 
je laı etablie le premier. On trouve d’une maniere analogue les autres 
transformations re&elles ou imaginaires attachees au nombre n. 
Puisque les fonctions elliptiques sexpriment aisement l’aide de la 
foncetion Ox, on peut essayer r&ciproguement a exprimer celle-cı par 


les fonctions elliptigues. On y parvient en integrant Tequation 1. Cela 
donne 


sın am 


etant toujours l’amplitude de On peut aussi exprımer la fonction 
Ox | 
7 Sg au moyen d’une integrale definie. En effet la formule 2. donne 


419%2 snAcus AA 4sıng? Ä 
23) — log = 2 (F EA 


a objets. Etant mis, comme cı- dessus, 
ıK’ 


— K’ 
on a 
Ox = 1-— 2e"cos2x + 2e""cosdx 
» De 
Hx = *sınz—2e *sin3e * 


De la on tıre 
24) 9x: > 


il existe entre les deux ıntegrales de l’equation 
z— la relation 
tie 


Ox = ie 
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0° z 40z 


Generalement z=&(x) etant une integrale de l’öquation une 


autre serä 


theoreme facıle a verifier. 
um ve) ee 3 —29 — + — 


st 


450 
on tıre des &quations = les developpemens 


vaıs de © et de H, savoır: 


(2x)? du , (2x)*0°u (2x)° 0? u 

200 + + 5345090: 
(2x)? dv ev 0? v 0 

2.300 


26) = v+ 


Cela donne 

, (22)? 0° v 

1.290 934 


On trouve les valeurs de Fon? m au moyen de la formule 


dk 


laquelle se deduit aisement des formules connues. 


Mr. Poisson, dans ses savans recherches sur les intögrales dei- 
nies a fait connoitre plusieurs propridtes de la fonction Ox. Lies me- 
thodes delicates, propres & cet illustre geometre, trouvent une belle verifi- 
cation dans la theorie des fonctions elliptiques. Par exemple Mr. Poisson 
demontre dans le dıx-neuvieme cahier de l’ecole polytechnigue la for- 
mule remarquable: 


Sot = 7x, en meitant au lieu du module # son compl&ment kera—kh, 


1 
x deviendra —, Orona 


| 
| 
far) 
| 
w 
| 
| 
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2X 


129 +2" +.... 


et par suite, en k en 


- 
De la on tire sur le champ la formule de Mr. Poisson. 


Nous ierons encore quelques remarques sur la theorie de la trans- 
formation. Le module » etant change e A par une transformation atta- 
chee au nombre 2, on aura une dquation algebrique entre » et A dont 
le degre, relatif a Pune ou lautre des deux variables, est egal a la somme 
des facteurs du nombre 2. On trouve toutes les valeurs de YA en met- 
tant dans l’öquation 

g“ au lieu de 9, @a’ etant egal au nombre n. Soit 

Yequation differentielle a laquelle on satisfait par une expression ratio- 
nelle de y en x, dans laquelle & monte jusqu’a la 7'”"* puissance: on pourra 
exprimer M rationnellement en x et A au moyen de la formule generale 


n(k 
UM = 


Eliminant A au moyen de T&quation modulaire, on aura une &quation du 
m&me degre entre et M. Ces €quations entre et M jouissent d’une 
propriete remarguable. Savoir, 2 etant un nombre premier quelcongue, on 
peut exprimer lindairement la moitie des valeurs de YM au moyen de 
lautre moitie. En efiet sı designe par M, M’, M'', M'", ..., Me») 
les racines de l&quation du (2+1)""* degre trouvee entre M et k: on 


aura 
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&, ß, etc. etant les racines imaginaires de l’equation 1. Donc 
on peut exprimer lindairement les racines quarrees des 2 +1 racı- 


1 
nes par d’autres quantites dont le nombre n’est que  r . Cela donne 


le theoreme &@nonce£, un des plus importants dans la theorie algebrique de 
la transformation et de la division des fonctions elliptiques. On aura le 
theor&me par rapport aux equations qui donnent AM, etc. en 4. 
Une &quation semblable 2=5, =AM est 
Si Ton fat cette se en cette autre plus 
sımple: 
On pourra satisfaire par l’analyse des fonctions elliptiques a une de- 
mande d’Euler a l’&gard du theoreme de Fermat, que tout nombre 
entier est la somme de quatre nombres quarres: savoir de demontrer que 
la quatrıeme puissance d’une serie 

puisse contenir toutes les puissances de 9. En ellet je troure 

8 °q 

p etant un nombre impair quelconque et ®(p) la somme des facteurs 
du nombre p; formule dont le theoreme de Fermat est un corollaire. On 
tıre encore de cette formule et d’autres semblables des theoremes sur 
le nombre de toutes les decompositions possibles d’un nombre donne en 
quatre nombres quarres. Un theoreme semblable a &t@ propose dans le 
deuxieme cahier ». 191. En examinant avec attention lalgorıthme de 
Yanalyse qui conduit ä ces resultats remarquables, on parviendra ä £ta- 
blir des nouvelles methodes dans la th&orie des nombres. 


Lies fonctions elliptiques different essentiellement des transcendantes 
ordinaires. Elles ont une maniere d’ötre pour ainsı dire absolue. Leur 
caractere principal est d’embrasser tout ce quwil y a de periodique dans 
Vanalyse. En efiet les fonctions trigonometrigues ayant une periode reelle, 
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les exponentielles une periode imaginaire, les fonctions elliptiques em- 
brassent les deux cas, puisqu’on a en m&äme temps 

sinam(u-+4XK) —= sinem (u) 

= sinem(u), 
etant = y—1. Dailleurs on d&montre ais&ment qu’une fonction ana- 
Iytıque ne saura avoir plus que deux periodes, Yune reelle et l’autre ima- 
ginaire ou Tune et l’autre imaginaires. Ce dernier cas repond A un mo- 


dule & ımaginaire. Le quotient z des deux periodes d’une fonction propo- 


sce determine le module # des fonctions elliptiques par lesquelles elle doıt 


etre exprimee au moyen des formules 15., 17. Il conviendra peut £tre ä 


introduire dans l’analyse des fonctions elliptiques ce quotient — comme 


module au lieu de k. A I’egard de ce quotient j’ai trouve 


k l d l ı Acrı d K sion 
„queAne change pas de valeur, sı lon Ecrıt au lıeu de expressi 


KK'— i(abKK+a'b/ K'K') 

aK+tia’K' aaKK-+a a’ KK’ 
@, b’ etant des nombres entiers quelconques, @ nn nombre 
„ımpair, 5 un nombre pair, tels que eb’ — a’b=1;" 


theoreme remarquable et qui doit &tre envisage comme un des theo- 
remes fondamentaux de l’analyse des fonctions elliptiques. 

Lies metliodes qui m’ont conduit a la theorie generale de la trans- 
tormatıon des tonctions elliptiques s’appliquent egalement une classe tres 
etendue dintegrales doubles, triples, et m&me d’integrales multiples d’un 
ordre quelconque. Un premier essaı sur cette matiere &pineuse etc 
donne dans un petit memoire qui a pour titre: 

„le sinzuları quadam duplicis integralis transiormatione” 
ınsere au second volume de votre journal. 

Vous voyez, Monsieur, que la theorie des fonctions elliptiques est 
un vaste objet de recherches quı dans le cours de ses developpemens em- 
brassent presque toute lalgebre, la theorie des integrales definies et la 
science des nombhres. Quel titre de gloire pour Villustre auteur du traıte 
des fonctions elliptiques, que d’avoir cree cette belle theorie et d’avoir 
allume ce fambeau a la posterite. 
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28. 


Demonstratio duarum celeberrimi Gaussii propositionum, 
(Disqu. arithm. p. 17.) 
(Auct. Th. Clausen.) 


(2), (&,2), quantitates, quae ita a se invicem pendent: 
(2) = a, 
= ß («)+1, 
CA y(a P)+ (@) 
)= (RP), etc. 
ubı lex progressionis obvia est. Nunc dico, si fuerit: 
fore etiam 
in qua serie numerus quantitatum @,ß.... unitate auctuseest. Habemus enım: 


quibus valoribus in aequationem posteriorem substitutis, aequatio(l.) statım 


sequitur. Nunc vero, cum sit: 

vel cum aequatıo (1.) valeat pro numero quantitatum &,ß .... 3; sequitur 
illam etiam pro numero 4, omnibusque ulterioribus valere, sumto sıgno 
superiore, quando ille est par, inferiore vero quando est impar. 

Cum sit: = + (ße... 
si enim aequatio prior in partem aequationis primam, posterior in se- 
cundam substituantur, aequatio fit identica. Eodem modo habetur: pars 
posterior aequationis 
= (10.1) + 
unde concludere lıcet: 
+7,00); 
+ = + (7,0....0,y); vel denique 
2) 


| 
\ 
\ 
\ 
FO 
> 
| 
k 
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29. 
Lehrsatz, (Zu beweisen.) 


(Von Herrn Dr. Hellerung zu Wismar. ) 


Kin Kegelschnitt und eine Gerade liegen in Einer Ebene, In der Geraden 
nehme man eine ungerade Anzahl von Puncten, und bezeichne sie ın 
willkührlicher Ordnung durch 1, 2%, 3... 272 +1. Sieht man nun diese 
Puncte als Durchschnittspuncte der gegenüber liegenden Seiten einer in 
den Kegelschnitt, übrigens wilkührlich zu beschreibenden Figur an, so 
werden die 472 +? Seiten derselben sich zwar meistens kreuzen, aber 
die Figur wird stets eine geschlossene sein. 

Nemlich durch den Punct 1 zieht man wilkührlich eine erste 
Gerade, welche den Kegelschnitt zweimal schneidet; durch einen dieser 
Durchschnitte und den Punct 2 zieht man die zweite Gerade; durch den 
noch freien Durchschnitt dieser zweiten und den Punct 3 die dritte; u. 
s. w. durch den noch freien Durchschnitt der ?’nten Geraden und den 
Punct ?m +1 die Ite Gerade. Alsdann durch den freien Durch- 
schnitt dieser Geraden und den Punct 1 die ?mn + ?te Gerade u. s. w. 
ın derselben Ordnung der Puncte.e Wenn man nun zulezt durch den 
noch freien Durchschnitt der 472 + Iten Geraden und den Punct 2m 41 
die 4n + 2te Gerade zieht; so mufs diese allemal durch den noch freien 
«turchschnitt der ersten Geraden gehn, und so die Figur schliefsen. 


Mehrere Liehrsatze und Aufeabhen bleiben diesesmal wesen Mangel an Raum zurück. 


30. 
Remarques sur quelques proprietds generales d’une 
cerlaine sorte de fonclions transcendantes,. 
(Par Mr. N. A. Abel de Uhristiania. ) 


1. 
designe la fonction elliptique la plus generale, c’est-a- dire sı 
VR 


ou r est une fonction rationnelle quelconque de x, et Rune fonction entiere 
de la mä&me variable, qui ne passe pas le quatrıcme degre, cette fonctıon 
a comme on sait la propriete tres remarquable, que la somme d’un nom- 
bre quelconque de ces fonctions peut &tre exprimce par une seule fonction 
de la m&me forme, en y ajoutant une certaine expression algebrique et 
logarıthmique. 

ll semble que dans la theorie des fonctions transcendantes les geo- 
metres se sont bornes aux fonctions de cette forme. Cependant il existe 
encore pour une classe tres etendue d’autres fonctions une proprieie ana- 
logue a celle des fonctions elliptiques. 

Je veux parler des fonctions qui peuvent £ire regardees comme 
integrales de dıff&rentielles algebriques quelconques. Sı lon 
ne peut pas exprimer la somme d’un nombre quelconque de fonctions 
donnees, par une seule fonction de la m&me espece, comme dans le cas 
des fonctions elliptiques, au moıns on pourra exprımer dans tous les cas 
une pareille somme par la somme d’un nombre determine d’autres fonc- 
tions de la m&me nature que les premieres, en y ajoutant une certaine 
expression algebrique et logarıthmique “). Nous demontrerons cette pro- 
priete dans Yun des cahiers suivans de ce journal. Pour le moment je 
vais considerer un cas particulier, qui embrasse en m&me tems les fonc- 
tions elliptiques, savoir les fonctions contenues dans la formule 


ve=/ 


*%) J’ai present un memoire sur ces fonclions & l’academie royale des sciences de Paris vers 
la fin de l’annde 1826. Note de l’auteur. 
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R etant une fonction rationnelle et entiere quelconque, et r une 

fonction ratıonnelle. 
2, 
Nous allons d’abord etablir le theoreme suivant: 

Theoreme I. Soıt ®x une fonction entiere dex, decom- 
posee d’une maniere quelconque en deux facteurs entiers 
et ensorte que Pr=9,x.0,x. Soit fx une autre fonc- 
tıon entiere quelcongque et 


fx 0% 
2. = 


ou & est une quantite constante quelconque. Designons par 

l’une au moins soit variable. Celä pose&, sı l’on fait 

ou ne depend pas de x, je dis qu’on aura 


log Kaota,ct.... ta, a" )V em 


\ . ER . . 1 
ou C est une quantite constante et r le coöfficient de — dans 


le developpement dela fonction 

suivant les puissances descendantes de x. Les quantites s, 
sont egalesä ouäa —ı, etleurs valeurs depen- 


dent de celles des quantites &,, 


Designons le premier membre de l’equation (3.) par F'x et faisons 
pour abreger: 
) 4+....+ 0,2”, 
tar +....+0.%”, 


6. Fax = x — (0, 
Cela pose, soit x une quelconque des quantites Kay: Ku 
l’equation 


nous aurons 
on aura 


Fe =0. 
De lä, en differentiant, on tire 
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en designant par F’x la derivee de Fx par rapport a x, et par ÖFx la 
differentielle de Ja m&me fonction par rapport aux quantites @,, @,, 
dependants de ces dernieres varıables, l’@quation donnera: 
9. $Fx = 20%.9,2x.00x — 20,x.0,x.00,x, 
donc en vertu de ($.) 
10. = 20,2.0,2.00,x — 20x.0,2x.00x. 
Maintenant ayant Fr =0= (dx), — (9,x)’.P,r, on en tire: 
11. = ed,x.y 
on s=+1. De la vient 
02.9,x = = ef,r.y (Or), 
0,x2.d,2 = = :dx.y(Or), 
lexpression de pourra &tre mise sous la forme 
12. F'r.öx 2e.{0r.00,2— (Pr). 


Cela donne, en multipliant par 
3; fx.(2092.80, 2 —20,x.00x) 
—e)V (px) (x — a) 


En faisant pour abreger 
14. = — 6,2.00x). 


ıl viendra: 
Sy.0x 


ou Az sera une fonction entiere par rapport a x. 
Designons par ZIx la quantıte 
IT, 
et remarquons que l’equation (14.) subsiste encore en mettant lune quel- 
conque des quantites 2%,,.... x, au lJieu de x, cette &@quation donnera 


Sx.0x 


Cela pose, on pourra chasser sans difhculte les quantites 
du second membre. 
En effet, quelle que soit la fonction entiere Ar, on peut supposer 
ir = 


ou A,r est une fonction entiere de r, savoir Men, En substituan! 


cette valeur dans (15.), ıl viendra 


— dv. 


1 


41% 


+ 

| 

f 

3 

4 
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Maintenant d’apres une formule connue on aura 


1 1 
17. 


ayant Eegard que 
Fa = 
donc 


ka 4,x 


Il reste a trouver ES. Or cela peut se faire a l’aide de la formule 


1 
(17.). En effet en developpant = selon les puissances descendantes de 


ıl viendra 


d’ou Ton voit que 5; est egal au coeficient de —z, dans le develop- 


pement de —, ou bien ä celui de — dans le d&veloppement de —. De 
Fa Fa 


. IC 
la on voıt que 
F'x 


.. . 1 
tiere de x, sera egal au co@fhcient de — dans le developpement de la fonc- 


‚ ou A,x est une fonction quelconque en- 


tion —— selon les puissances ascendantes de —. Sı pour abreger on de- 
Fx x 

signe ce coöfhcient compris dans une fonction quelconque r developpable 

de cette manicre par IIr, on 


20. — 


F'x Fa 
Or la formule (16.), en dıvisant par Fx.(x —«), donne 


A,x 
21. = Il Fx’ 


en remarquant que II est toujours egal a zero. Donc l’expres- 


(e—a)Fx 
sion (16.) de Öv deviendra 

2. + II 
Maintenant on a (14‘.) 

1x —9,x.00x}, 
donc en mettant A au lieu de x, 

1a — 
En vertu de cette expression ei en substituant pour [x sa valeur 
— on obtiendra 


Aa 


(e—e) Fa" 
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Un trouvera aiscment intdgrale de cette expression; car en remarquant 
que fa, sont des quantitds constantes, on 
aura en vertu de la formule 


Or Yequation (15.) donne 


donc en faisant 
et designant par &, &, - +. €, des quantitds de la forme +1, on aura 
la formule 
un 
25. Vye V( 
quı s’accorde parfaitement avec la formule (4.). 


Les valeurs de &, &, -... &, ne sont pas arbitraires, elles depen- 
dent de la grandeur de ©, %, ».». x, el celle-cı est determince par 
l’equation 

= 
equivalente aux &quations 
26. vor)=&-0, (DR); (9%) = 8,0, v(®: 
= (Pr). 
Diailleurs les quantites &, &, .... 2, Conserveront les m&mes valeurs pour 
toutes les valeurs de 2,, .... comprises dans certaines limites. 
Il en sera de m&me de la constante C. 
3. 
La demonstration pr&cedente suppose toutes les quantites x,, 
z,, differentes entre-elles, car dans le cas contraire Zr seroit egal 


a zero pour un certain nombre de valeurs de r, et alors le second mem- 


3 
+: 

F 

| 

+ 

1 
+ 

| 


318 30. Abel, remarques sur une certaine sorte de fonctions trancendantes. 


bre de la formule (14.) s& presenteroit sous la forme 2. Neanmoins il 
est evident, que la formule (25.) subsistera encors dans le cas m&me, ou 
plusieurs des quantites &,, .... 7, sont &gales entre- elles. 


En faisant = r,, on aura (%6.) 
et cela donne, en supposant que 9,2xQ®,x et Ör.Q,x n’aient pas de diviseur 


commun: 


En vertu de cette remarque on aura le theoreme suivant: 
Theoreme 1. SıTlon fait 
ou les foncetions entieres et n’ont pas de divi- 
seur commun, on aura: 
28. V (ge) de. 
+. 
Si suppose fx divisible par on aura f@«=0, donc 
en mettant fr.(r—a) au lieu de fr, il viendra: 
Theoreme Les choses &tant supposees les mömes 


que dans le 2. Theoreme, si !’on fait 
fx.0x 
V(g®)’ 
ou fx est une fonction entiere quelcongue, on aura 
29. 8m + Vz, 


Sı dans la formule cı-dessus on suppose le degr& de la fonction 
entiere f(x) moindre que la moiti@ de celui de ®r, il est clair que la 
partie du second membre aflect© du signe Il, s’evanouira. Donc on aura 
ce theoreme: 

Theoreme IV. Sı le degr& de la fonction entiere (fx) 
est moindre que celui de ®zr, et qu’on fait 
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V 
on aura 
V(pe)' S\de. e)—0,0.V 
6. 


En faisant f» = ı dans le theoreme precedent et (Jifferentiant 
k— 1 foıs de suite, on aura le theoreme suivant 
Theoreme V. Sı l’on fait 


ex 
on aura 
1 1 .V (p,a)+I,e. 


Sı dans le theoreme III. on suppose le degr& de (/x)* moindre que 
celuı de ®r, le second membre se reduit A une constante. Cela donne 
aisement le theoreme qui suit: 

Theoreme VI. Sı l’on designe par Yx la fonction 


+... 
v—1 


v 
ou =; —18i v est impair, et sı y est paır, on 


aura toujours: 

31. ya) tem = a une constante. 
On voit que v’ a la m&me valeur pour v=2m—1 et pour v=2m, 
savoir =m—2. 


S. 
Soit maintenant 


v(px)’ 
ou r est une fonction rationnelle quelconque de x. Quelle que soıt la 
forme de r, on pourra toujours faire 


ou iz, - - sont des fonctions entieres. Cela pose, ıl est 
clair qu’en vertu des theoremes JII. et V. on aura le suivant: 


| 

| 

- 
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Theoreme VI. Quelle que soit la fonction rationelle 
r, exprımee par la formule (32.), en faisant 
on aura toujours: 


r 


— 


en reprösentant par /k) le produit 1.2.3.....(k—1). 
9, 
Precedemment nous avons considere les quantitdes .-.. x, 
comme des fonctions de @, Coy +.  Supposons 
maintenant qu’un certain nombre des quantite z,, .... r, Soient 
donndes et regardees comme des varıiables independantes; et soient r,, 
de mani@re que le premier membre de l’equation (3.) soit divisible par 

Cela se fera Vaide des equations (R6.). premieres equations 
(9,X,) 
= 8.0, (Or), 


donneront un nombre des quantites @,, Cyy Ey EXpri- 
mees en fonctions rationnelles des autres et de 
- . [4 

est egal a m donc, comme ıl est aise de voir par la forme des 
equations (39.), on pourra faire =m-+n-+1. Cela pose, en substi- 
tuant les valeurs de @, dans les fonctions Or, 
fonction entiere (Or). (9, deviendra divisible par 

(x —r,)(r—r,) . 400.» 
Designant le quotient par A, on aura 

Donc les a— quantites + Seront les racınes d’une 
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equation de degre u’, dont tous les coefhciens sont exprimes 
rationnellement par les quantites z,, 2,, 23, V(®2,), 


Faisons 

en aura, en designant par ı/(x) la fonction Toy 

=v— 


ou v est une expression algebrique et logarithmique. Lies quantitds x, 
Sont des quantitds variables quelcongques, et 
Yıs Yay Seront determinables a l’aide d’une equation du degre v’, 
Maintenant nous verrons quon pourra toujours rendre v’ indepen- 
dant du nombre #,+ x», des fonctions donndes. En effet cherchons la 
plus petite valeur de v‘. 
En supposant indetermindes toutes les quantites @,, 0, 
Al est clair que x sera Egal a l’un des deux nombres 22 et 
2m -+-v,, v, et v, representent les degres des fonetions Soit p. ex. 
on doit avoir en m&me tems: 
dou, en ajoutant, on tire 
ou 
m—n—1l, 


donc 
+ 
y’ 2 i, 


ou bıen, designans le degre de ®x par v, 


38. 


v—1 v 
De la on voit, que la plus petite valeur de v’ est u E52 selon 


que v est impair ou pair. 
Done cette valeur est independante du nombre u, +u, des fonc- 
tions donndes; elle est precisement la m&me que le nombre total des 
Crelle's Journal. III. Bd. 4. Hit. 42 
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coöfhciens » . dans le 6”° theoreme. On aura maintenant 
ce theoreme: 
Theoreme VII. Soit ou r est une fonc- 
tıon ratıonnelle quelconque de x, et une fonction entiere 


des varıables donndes. Cela pos&, quel que soit le nombre 
+, des varıables, on pourra toujours trouver au moyen 
une equation algebrique, v—ı quantitäs Yo, tel- 
les que: 

v etant algebrique et logarıthmique, et 8, &%,.... 6ga- 
less a oua —ı. 

On peut ajouter que les fonctions Ya, restent les m£- 
mes, quelle que soit la forme de la fonction rationelle r, et que la fonc- 
tion v ne change pas de valeur en ajoutant A r une fonction entiere 
quelconque du degre v— 2. 


10. 
Les &quations (35.) qui determinent les quantites &,, 
» deviendront en vertu de la formule (39.) 


fon. = = — (9%), 
4. 


0, . v (2: 


= V (9%); (9%) 


Pour determiner &,, &, » £,_,, on aura les &quations: 


Yı-ı v(®, = 0, Yı- (®; 


Les fonctions Yas Sont les racines de Y'quation 


42. (0, — —0. 
Le degre de la fonclion sten = celui de 


2 
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11. 

La formule (39.) a lien si plusieurs des quantitds 
x, .... sont Egales entre elles, mais dans ce cas les equations (40.) 
ne suflisent plus pour determiner les quantitds @,, 
car m =,=....>=x;, les k premieres des @quations (40.) 
deviendront identiques, Pour avoir les @quations necessaires dans ce cas, 
scit pour abreger 


Tlexpression ———-- doit avoir une valeur linie en faisant —=x,. De 


(ae — 
la on tire d’aprcs les princıpes du caleul diff£rentiel, les &quations 
et ce sont elles, quil faut substituer & la place des @quations 
Arz=0, An =0, 


dans le cas u =....%- 


1 
a 
A 
_ 
“=, 
49 
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31. 
Ueber die Krümmung einer beliebigen Fläche 
ın einem gegebenen Puncte. 
(Von Herın Dr. Plücker zu Bonn.) 


1. “ die Reihe der zierlichsten Resultate, zu welchen die allgemeinen 
Untersuchungen über krumme Oberflächen geführt haben, gehört unstrei- 
tig auch der von Euler zuerst bemerkte Satz, dafs jede Fläche in je- 
dem ihrer Puncte nur zwei Krümmungen hat, und die Richtungen die- 
ser beiden Krümmungen auf einander senkrecht stehen. Dafs dieser 
Satz allen möglichen continuirlichen, d. h. durch eine Gleichung 
darstellbaren Flächen zukommt, beruhet offenbar darauf, dafs ein 
Element einer solchen Fläche im Allgemeinen als ein Element einer 
Fläche zweiter Ordnung in allen denjenigen Beziehungen anzusehen ist, 
wo in der analytischen Entwicklung nicht höhere Differential- Coefüicien- 
ten, als die der zweiten Ordnung, in Betracht kommen, oder mit andern 
Worten, wo wir auf der Fläche nach jeder Richtung hin nur drei auf 
einander folgende Puncte, oder, was dasselbe heifst, nur zwei geradlinige 
Elemente berücksichtigen. Zugleich erblickt man aber auch auf diese 
Weise, dafs der Eulersche Satz für gewisse Puncte seine Anwendung 
verliert, nemlich für solche Puncte, in welchen die Berührungs- Ebene 
mit der Fläche einen Contact höherer Ordnung hat, wobei zugleich mit 
den ersten Difierential- Coeficienten (bei gehöriger Coordinaten - Bestim- 
mung) auch dıe zweiten verschwinden. Alsdann kann man aber noch 
immer nach den Krümmungsrichtungen der Fläche, d. h. nach denjeni- 
gen Richtungen {ragen, nach welchen man zu Puncten der Fläche kommt, 
in denen die Normalen der Normale im Berührungs-Puncte begegnen. 
Die Absicht dieses Aufsatzes geht nun eines Theils dahin, den Euler- 
schen Satz in sofern zu vervollständigen, dafs jene Krümmungsrichtun- 
gen bestimmt und geometrische Beziehungen derselben nachgewiesen wer- 
den sollen. 

Ferner hat Euler ebenfalls zuerst gezeigt dafs, wenn man durch 
einen gegebenen Punct irgend einer Fläche nach allen beliebigen Rich- 
tungen Normalebenen legt, von allen, auf diese Weise auf der Fläche be- 
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stimmten Durchschnittscurven, diejenigen in dem gegebenen Puncte ein 
Maximum oder Minimum der Krümmung haben, welche in den beiden, 
die Krümmungsrichtungen der Fläche enthaltenen Normalebenen sich be- 
finden; und dafs, wenn die Krümmungen nach diesen zwei Richtungen 
bekannt sind, sogleich sich die Krümmung nach jeder beliebigen dritten 
Richtung bestimmen läfst. Für die in dem Öbigen schon bezeichneten 
Puncte ist, nach dem gewöhnlichen Ausdrucke, die Krümmung nach 
allen Richtungen hin Null, d. h. der Osculations-Kreis und überhaupt 
jede Osculations- Linie zweiter Ordnung geht in eine gerade Linie über. 
Aber nichts desto weniger lassen sich die nach verschiedenen Richtungen 
genommenen Krümmungen in solchen Puncten unter einander verglei- 
chen, und für das Maafs solcher Krümmungen können wir allgemein 
den reciproken Werth des Parameters » einer Parabel der 2 Ordnung 


nehmen, wenn der Contact von der (2a—1ı) Ordnung ist. Wir können 
also auch nach einem Maximum oder Minımum der Krümmung fragen 
und uns die Aufgabe stellen, die Krümmung nach einer beliebigen Rich- 
tung zu bestimmen, wenn dieselbe nach gewissen Rıchtungen schon be- 


kannt ist. 
2. Es sei, in der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten, 


die Gleichung der gegebenen Fläche. Zugleich sei der auf der Fläche 
gegebene Punct zum Anfangspuncte der Coordinaten und die Tangential- 
ebene in diesem Puncte zur Ebene der x, y genommen, wonach also die 
Normale, Axe der z wird. Die Normale in irgend einem andern Puncte 
der Fläche, dessen Coordinaten x, y und z sind, hat, auf dıe Tangential- 
ebene projicirt, folgende Gleichung: | 
indem wir Z und X als die eigentlichen veränderlichen Gröfsen (coor- 


donnedes eourantes) betrachten und (5) aus (1.) in der Voraussetzung 


herleiten, dafs z constant sei. Soll die Normale der Axe z begegnen, so 
mufs offenbar ihre Projection durch den Anfangspunct gehen. IHiernach 
erhalten wir folgende Bedingungsgleichung: 


r 
r 
wen 
De 
/ — n 
(1.2....2)Ppy=% 
Au: 
"= 
N 
x 
dx 
dy 
| 
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Diese Gleichung stellt, indem wir x, y und z als veränderliche Gröfsen 
betrachten, eine Fläche dar, deren Durchschnitt mit der gegebenen Fläche 
diejenigen Puncte bestimmt, denen Normalen entsprechen, die der Nor- 
male im Anfangspuncie begegnen. Diese Puncte liegen im Allgemei- 
nen auf einer Curve doppelter Krümmung. Wenn (=) unabhängig ist 
von z, d. h. wenn die Gleichung der gegebenen Fläche unter folgender 
Form sich darstellt: 


so ist /2.) auch die Gleichung der Projection dieser Curve. Im entge- 
gengesetzien Falle müssen wir, um diese Gleichung zu erhalten, z zwı- 
schen (4.) und (2.) elıminiren. Unsere Aufgabe, diejenigen Richtungen 
zu besiimmen, nach welchen wir, von dem auf der Fläche gegebenen 
Puncte aus, gehen müssen, um zu solchen consecutiven Puncten zu kom- 
men, denen Normalen entsprechen, die der Normale in jenem Puncte be- 
gegnen, — reducirt sıch hiernach offenbar darauf: an die eben bezeichnete 
Linie doppelter Krümmung, ım Anfangspuncte der Coordinaten (der ein 
vielfacher Punct ı5i) Tangenien zu legen. Da diese Tangenten auch die 
gegebene Fläche berühren müssen, so liegen sie in der Ebene der x, y, 
und die Construction derseiben läuft darauf hinaus, an die Durchschnitts- 
curve dieser Ebene und der Fläche (2.) [Curve, deren Gleichung man 
erhält, indem man in (2.) z=0 seizt| ım Anfangspuncte der Coordina- 
ten Tangenten zu ziehen. 


3. Nachdem wır diese Bemerkungen vorausgeschickt haben, wol- 
len wir nun die einzelnen Fälle discutiren und zu diesem Ende anneh- 
men, die Entwicklung von (1.) gebe: 
+ My" Ny 
(Nach der oben gemachiien Coordinatenbestimmung fehlen nothwendig das 
constante Glied und die mit x und y behafteten Glieder.) Alsdann er- 
halten wir, wenn wir entwickeln, statt (2.) folgende Gleichung: 
o = By +2 Ü— ADyr— 

+ Ey’ + (27° 


(4.) 
| + Ny"+ (20 
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Die drei ersten Glieder dieser Gleichung für sich allein gleich Null gesetzt: 
by 
stellen das System der beiden Tangenten im Anfangspuncte dar, und die 
trigonometrischen Tangenten derjenigen Winkel, welche diese beiden 
Tangenten mit der Axe der x bilden, sind durch die Wurzeln folgender 
Gleichung gegeben: 
(5.) 0, 


die wir erhalten, indem wir alle Glieder der vorhergehenden Gleichung 
durch x? dividiren und =t setzen *)., Diese Gleichung hat immer 


reelle Wurzeln; bezeichnen wir dieselbe durch 2’ und 2, so kommt: 

d.h. die durch (5.) bestimmten Richtungen, die Krümmungsrichtun- 

gen der gegebenen Fläche in dem gegebenen Puncte, sind auf einan- 

der senkrecht. 


4. Wenn wir die Axe der y in der Ebene der x, y drehen, bis 
sie mit der Axe der x irgend einen Winkel » bildet, so erhalten wir 
nach den bekannten Coordinatenformeln 

x -+- ycosw für Ysin®» für y. 
Um ferner zu der Gleichung der Durchschnittscurve der gegebenen 
Fläche und der neuen Ebene der zZ, y zu kommen, brauchen wir nur in 
der Gleichung (1.) oder (3.) die der obigen Coordinatenverwandlung ent- 
sprechenden Substitutionen zu machen und alsdann €=0 zu setzen; oder, 
was dasselbe ist, sogleich in diesen Gleichungen ycos» für x und ysin® 
für y zu schreiben. Auf diese Weise ergiebt sich aus (3.): 
z = y’(Asin’vo Bsin» cosw-+- Ccos’») 

+ y’(D Esin’wcos» + F sin» G cos’w) 
(6.) 

-++ y"(M sın’o-+ "wcosw....+ S cos” 

+.... 


Der Krümmungshalbmesser dieser Curve im Anfangspuncte der Coordi- 


dz . . 
naten ist, da 37 verschwindet, gleich dem reciproken Wertlie von 


2(4sın’v Ssinwcosw + cos’»). 


«) Vergl. Euler Introductio in Analysin infinitorum II. 


= 
3 
% | 
<.; 
£ 
.. 
> 
d’z 
dy 
23 
N 
24 
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Um das Maximum oder Minimum dieses Krümmungshalbmessers, wenn 
wir den Winkel » ais veränderlich betrachten, zu erhalten, brauchen wir 


2 
nur den vorstehenden Werth für nn 


dy* 


dw 

wenn wir zugleich durch cos’» dividiren und ? für tango schreiben: 
At—B= 0. 

Diese Gleichung ıst identisch mit (5... Die beiden Krümmungsrichtun- 
gen der gegebenen Fläche in dem auf derselben gegebenen Puncte sind 
also zugleich diejenigen Richtungen, nach welchen Ebenen, die auf der 
Tangentialebene senkrecht stehen, die Fläche in Curven schneiden, de- 
ren Krümmungshalbmesser in dem gegebenen Puncte gröfste oder kleinste 
Werthe erhalten. 

Wenn wir endlich den Werth des zweiten Differentialcoöficienten 
gleich Null setzen, so erhalten wir diejenigen Richtungen, nach welchen 
‘wir Schnitte führen müssen, damit die Krümmungshalbmesser der Durch- 
schnittscurven unendlich werden. Auf diese Weise kommt, wenn wir 
hier tang w=u setzen: 


in Beziehung auf » zu differentii- 


ren und alsdann gleich Null zu setzen. Auf diese Weise kommt, 


AW+-Bu+C=0. 
Diese Gleichung hat reelle, ımaginäre oder gleiche Wurzeln, je nach- 
dem der Ausdruck (2’—4.4C) positiv, negativ oder Null ist. Bezeichnen 
wir die Wurzeln dieser Gleichung durch u’ und u’, so ist 
u = —B. | 

Wenn wir also voraussetzen, dafs die Coordinaten- Axen ursprünglich so 
angenommen worden sind, dafs vu” =0, so verschwindet auch 3, 
und die Gleichung (3.) giebt £= 0 oder {= x. Wir sehen hieraus, dafs 
die Krümmungsrichtungen der Fläche die Scheitelwinkel halbiren, welche 
von denjenigen Richtungen, nach welchen die Krümmungshalbmesser der 
Schnitte unendlich sind (von den Richtungen höhern Contacts), ge- 
bildet, werden. 

Die Bestimmung der Richtungen höhern Contacts, wenn die bei- 
den Krümmungsrichtungen gegeben sind, ıst eine unbestiminte Aufgabe. 


5. Wir gehen nun weiter und wollen voraussetzen, dafs in der 
Gleichung (3.) der gegebenen Fläche 4, B und C Null seien. Alsdann 
erhalten wir folgende Gleichung: 
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(7) Ey’ + + 0; 
welche das System dreier Tangenten der durch (4.) dargestellten Curve 
in dem Anfangspuncte der Coordinaten, welcher ein dreifacher Punct (point 
triple) derselben ist, darstellt. Durch diese Tangenten sind die Krüm- 
mungsrichtungen der gegebenen Fläche bestimmt, d.h. wenn wir nach 
der Richtung dieser Tangenten, vom gegebenen Punct aus, auf der Fläche 
fortgehen, so begegnen wir solchen consecutiven Normalen, welche die 
Normale ın jenem Puncte schneiden. Diese Richtungen bilden mit der 
ersten Axe Winkel, deren trigonometrische Tangenten durch nachstehende 
Gleichung, die wir aus (7.) erhalten, indem wir durch x’ dividiren und 


£ für 2 schreiben, gegeben sind: 
(8) Er + QF—3DP + 

Wir erhalten die Gleichung der Durchschnittscurve der Fläche 
und einer durch die Axe der z gehenden Ebene, die mit der Ebene der 
zx irgend einen Winkel » bildet, wenn wir in (6.) A, B und € gleich 
Null setzen. Da für diese Gleichung alsdann die beiden Differentialcoefh- 
cienten z und = verschwinden, wenn wir z und y gleich Null setzen, 
so wird der Radıus des Krümmungskreises für den Anfangspunct unend- 
lich und das Maafs der Krümmung der Durchschnittscurve in diesem 


Puncte ıst der dritte Differentialcoefhcient: 


d’z 
— = 2,3 (Dsin’o + Esın’w cos» + F'sınw cos®’w-+- G cos’w). 


dy? 
Wenn wir » als veränderlich betrachten, so erhalten wır für das Maxı- 
mum oder Minimum dieses Ausdrucks, indem wir wie oben tango =! 
setzen, folgende Bedingungsgleichung zu erfüllen: 

Diese Gleichung ist identisch mit (8) und somit ist dargethan, dafs die 
Krümmungsrichtungen der Fläche zugleich diejenigen Richtungen 
sind, nach welchen die Schnitte der Fläche ein Maximum oder Minimum 
der Krümmung haben. 

Der dritte Differentialcoeflicient verschwindet, wenn wir den Wın- 
kel & vermittelst folgender Gleichung, in der wir u für tangw schreiben, 


bestimmen: 


(9) DU +Fu+6G=0. 
Da diese Gleichung vom dritten Grade ist, so riebt es im Allgemeinen 
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drei Richtungen, nach welchen hin die Fläche mit der Tangentialebene 
einen Contact noch höherer Ordnung (der dritten) hat. Diese Richtun- 
gen höhern Contacts stehen mit den Krümmungsrichtungen in ge- 
genseitigen Beziehungen, worüber wir in einige Entwicklungen einge- 
hen wollen. 


6. Wenn F=0, so wird eine Wurzel der Gleichung (S) gleich 
Null, d.h. die Axe der x fällt mit einer der drei Krümmungsrichtungen 
zusammen. Aber alsdann ist zugleich, wenn wir die drei Wurzeln der 
Gleichung (9.) u‘, und nennen: 
wu” = 0; 


mithin auch, wenn wir durch u’u’ u‘ dividiren: 


1 1 1 
(10.) — + 


uU 


Es ist also die Summe der Cotangenten derjenigen drei Winkel, welche 
die drei Richtungen höhern Contacts mit einer beliebigen der drei Krüm- 
mungsrichtungen bilden, gleich Null. Wenn wir also, bei einer beliebi- 
gen Annahme der ersten Axe, die Winkel, welche die erstgenannten drei 
Richtungen mit dieser Axe bilden, #‘, &’ und «° nennen, und ® denjeni- 
gen Winkel, welchen eine der drei Krümmungsrichtungen mit derselben 
Axe bildet, so ıst 
(11.) cot(#’—w) + cot (a -- cot (a = 0, 

mithin: 

1-Htang 


tang — tang 


1 —tang a’ tango 1 


== 


tang @’’ — tang — tang 

Diese Gleichung ıst, wenn wir entwickeln, ın Beziehung auf tang®» vom 
dritten Grade, und durch ihre drei Wurzeln sind die Krümmungsrich- 
tungen alle drei bestimmt. 


7. Wenn wir G=0 setzen, so ergiebt sich aus dem Anblick 
der Gleichung (9.), dals ein Werth von z Null wird, d.h. dafs die Axe 
der x mit einer der drei Richtungen höhern Contacts zusammenfällt. 
Alsdann folgt aus (S.), wenn wir die Wurzeln dieser Gleichung ?', f” 


und £‘ nennen: 
oder 1 1 
2) 
Es ist also die Summe der Producte je zweier der trigonometrischen Tan- 
genten derjenigen drei Winkel, welche die Krümmungsrichtungen der 
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Fläche mit einer beliebigen der drei Richtungen höhern Contacts bilden 
gleich (—2.), oder, was dasselbe heifst, die Summe der Cotangenten die- 
ser drei Winkel, negativ genommen, ist gleich dem doppelten Product 
derselben Cotangenten. Wenn wir, bei einer beliebigen Annahme der 
ersten Axe, diejenigen Winkel, welche die drei Krümmungsrichtungen 
mit dieser Axe bilden, w‘, und nennen und denjenigen Winkel, 
welchen mit derselben Axe eine beliebige der drei Richtungen höhern 
Contacts bildet, so erhalten wir folgende Gleichung: 


+ — a)tang +2 = 0, 
die zur Bestimmung von & durch w‘, » und »‘ zu einer Gleichung des 
dritten Grades führt. 

S. Wir wollen noch einige einzelne Fälle besonders bemerklich 
machen. Wenn zwei der drei Richtungen höhern Contacts zusammen- 
fallen, so fällt mit denselben auch eine der drei Krümmungsrichtungen 
zusammen. Dies folgt sogleich daraus, dafs, wenn man die Coeflicienten 
F und G der Gleichung (9.) gleich Null setzt, auch ın der Gleichung ($8.) 
das von Z unabhängige Glied ausfällt. Wenn alle drei Richtungen hö- 
hern Contacts zusammenfallen, so fallen mit ihnen auch zwei der drei 
Krümmungsrichtungen zusammen und die dritte steht auf ihnen senk- 
recht. Der letztere Theil dieser Behauptung ergiebt sich aus dem An- 
blick von (15.), in der, wenn a =w"— 2 =0, nothwendig — 


gleich sein mufs =: Die Fläche hat also ım engern Sinne nur eine 
einzige Krümmung, und die Richtung derselben ıst senkrecht auf den 
Richtungen höhern Contacts. 

Wenn eine der Richtungen höhern Contacts und eine der Krüm- 
mungsrichtungen auf einander senkrecht stehen, so haibiren dieselben so- 
wohl diejenigen Scheitelwinkel, welche von den beiden übrigen Linien 
höhern Contacts, als auch diejenigen, welche von den beiden übrigen 
Krümmungsrichtungen gebildet werden. Dies erhellet daraus, dafs wenn 


1 und ın (10.) 


ya 


man in (1?. =—-0 setzt, man aus diesen beiden 


Gleichungen folgende zieht: 

= 0, u' + u” = 0. 
Wenn die drei Richtungen höhern Contacts lauter gleiche Winkel bil- 
den, so werden dieselben von den drei Krümmungsrichtungen halbirt, so 


43% 


= 
(13.) tang(w— e)tangs + tang — a)tang 
| 
Ar 
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dafs diese unter einander ebenfalls gleiche Winkel bilden und auf jenen 
senkrecht stehen. 

Es können zwei der drei Krümmungsrichtungen zusammenfallen. 
Soll diefs in der ersten Axe geschehen, so erhalten wir folgende beide Be- 
dingungsgleichungen: 


FF 3G=32E, 
und hiernach zur Bestimmung der Richtungen höhern Contacts, aus (9.): 
1 D 


1 
u3 = 0. 
Zweı Wurzeln dieser Gleichung sind nothwendig imaginär, weil der 


Coefhicient von — positiv ist. Wenn alle drei Krümmungsrichtungen zu- 


sammenfallen, so ist zugleich D=0. Die letzte Gleichung zeigt, dafs 
alsdann die einzige reelle Richtung höhern Contacts auf jenen Krüm- 
mungsrichtungen senkrecht ist. 

9. Die vorstehenden Entwiklungen können wir ohne Schwierig- 
keit auf den allgemeinen Fall ausdehnen, wo die Fläche in dem ge- 
gebenen Puncte mit einer Ebene einen Contact der (2— 1)ten Ordnung hat, 
und also der zweite Theil der Gleichung (3.) mit denjenigen Gliedern 
anfängt, die y und x in der zten Potenz enthalten. Statt der Gleichun- 
gen (8.) und (9.) finden wir alsdann folgende: 

(14) N" + 0, 

15) Ru+S=0. 
Diese Gleichungen haben beide, wenn z eine ungerade Zahl ıst, wenig- 
stens eine reelle Wurzel; es giebt also, wenn eine Fläche ın einem ih- 
rer Puncte mit einer Ebene einen Contact von gerader Ordnung hat, in 
diesem Puncte wenigstens eine Krümmungsrichtung und eine Richtung 
eines Contacts der ztenOrdnung. In demjenigen Falle, wo die Ordnung des 
Contacts eine ungerade ist, braucht die Fläche in dem gegebenen Puncte 
nach keiner Richtung hin mit der Tangentialebene einen Contact hö- 
herer Ordnung zu haben; sie hat aber immer wenigstens zweı 
Krümmungen. Um diese letztere Behauptung zu beweisen, wird es 
hinreichend sein, beispielsweise denjenigen Fall zu betrachten, wo 2=6. 
Die Gleichungen (15.) und (14.) werden in diesem Falle: 

(16) MW + NW + 

(17) +3 P—-5 Mt 
R=0. 
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Wir können, ohne der Allgemeinheit dieser Gleichungen irgend Abbruch 
zu thun, annehmen, /V sei positiv. Wenn alle Wurzeln der Gleichung 
(17.) imagınär sein sollen, so mufs nach der allgemeinen Theorie der Glei- 
chungen, bei obıger Voraussetzung, Il negativ sein; es mufs ferner der 
Coeflicient von Z£? positiv sein, und folglich ist, da R<<o, auch P noth- 
wendig negativ; endlich mufs auch der Coeflicient von Z* positiv sein, 
und folglich ist, da P<{0, auch / nothwendig negativ: was im Wider- 
spruche mit dem Vorstehenden ist. Wir können also als vollständig be- 
wiesen ansehen, dafs jede Fläche in jedem ihrer Puncte wenigstens eine 
oder zweı Krümmungen hat, je nachdem sie in jenem Puncte mit einer 
Ebene einen Contact von grader oder von ungerader Ordnung hat. 

10. Wenn wir die erste Axe so bestimmen, dafs sie mit einer 
Krümmungsrichtung zusammenfällt, so wird eine Wurzel der Gleichung 
(17.) Null, und mithin kommt R=0; und hiernach folgt aus der Glei- 
chung (16.), dafs die Summe der reciproken Werthe der Wurzel dieser 
Gleichung Null ist. Also: 

Wenn irgend eine Fläche in irgend einem ihrer Puncte mit einer 
Ebene einen Contact der (2—-ı)ten Ordnung hat, so ist die Summe der Co- 
tangenten derjenigen Winkel, welche die 2 Richtungen, nach denen die 
Fläche (im Allgemeinen) mit der Tangentialebene ın jenem Puncte einen 
Contact der zten Ordnung hat, mit einer beliebigen der  Krümmungsrich- 


tungen bilden, gleich Null. 
Wenn wir 2=2 nehmen, so erhalten wir aus dem vorstehenden 


Satze, als besondern Fall, den Eulerschen Satz, dafs in den gewöhnlichen 
Fällen die beiden Krümmungen in beliebigen Puncten einer Fläche anf 
einander senkrecht stehen. 

11. Es bleibt uns jetzt nur noch übrig, die Krümmung der Fläche 
in dem gegebenen Puncte nach einer gegebenen Richtung zu bestimmen, 
wenn dieselbe nach gewissen Richtungen bekannt ist. Nehmen wir so- 
gleich den allgemeinen Fall, dafs die Fläche mit der Tangentialebene ın 
dem gegebenen Puncte einen Contact der (2— 1)ten Ordnung habe, so erhal- 
ten wir (nach No. 4.) für die Gleichung der Curve des Durchschnittes 
der Fläche und einer Normalebene, die mit der Ebene der zx irgend einen 
Winkel » bildet: 

z=y"(Msin’o+ Nsin””o c05®-#....+ Rsinv +.... 
Bezeichnen wir ferner (nach No. 1.) den Krümmungsparameter dieser 


2. 
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Curve im Anfangspuncte der Coordinaten durch > (bei einem Contacte 
der ersten Ordnung ist » gleich dem Krümmungshalbmesser) so ergiebt sich: 


(17.a.) — (= dy' 


Wir können diese Gleichung als einer Curve angehörig erg in- 
dem wir » und » als Polarcoordinaten construiren. Um zu rechtwinkli- 


. . .. .. . 
gen Coordinaten überzugehen, brauchen wir nur rs für cos», —- für sin 
I 


und — y für zu substituiren. Auf diese Weise kommt: 


die Gleichung einer Curve, die im Anfangspuncte der Coordinaten einen 
conjugirten Punct hat. Wenn wir also diese Curve in der Tangential- 
ebene construiren und von dem Berührungspuncte, dem conjugirten Puncte 
der Curve, nach einem beliebigen Puncte derselben eine gerade Linie zie- 
hen, so bestimmt die Länge dieser Linie den Parameter p einer Parabel 
der zıten Ordnung (nach No. 1.), die mit derjenigen Durschnittscurve, welche 
in der durch jene gerade Linie gelegten Normalebene sich befindet, im 
Anfangspuncte der Coordinaten dieselbe Krümmung hat. Wenn z eine 
ungerade Zahl ist, so können wir zum Behuf der eben angezeigten Con- 
struetion in der Gleichung (18.) beliebig das Zeichen + oder — neh- 
men. Wenn ader 2 eine gerade Zahl ist, so steigt diese Gleichung durclı 
Fortschaffung der Wurzelgrößse bıs zum 2nten Grade; alsdann ist der 
conjugirte Punct zugleich der Mittelpunct der Curve. 

Die Asymptoien der Curve (18.) sind parallel den Richtungen hö- 
hern Contacts; die von dem conjugirten Puncte nach der Curve gezoge- 
nen Normalen bestimmen die Krümmungsrichtungen der Fläche, die im 
Allgemeinen zugleich das Maxımum oder Minimum der Krümmung der 
verschiedenen Durchschniitscurven anzeigen. 

Da die Gleichvag (18.) -+-1Constanten hat und die bezügliche 
Curve also durch eben so viele Puncte vollständig bestimmt ist, so braucht 
man auch nur irgend 2-H1ikrümmungen der Fläche nach gegebenen 
Richtungen zu kennen, um die Krümmung derselben nach jeder beliebi- 
gen Richtung zu bestimmen. Zu dieser Bestimmung ist ebenfalls hin- 
reichend, die 2 Richtungen höhern Contacts und aufserdem noch die Krüm- 
mung nach einer beliebigen Richtung zu kennen. 
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12. Wir wollen das Vorstehende an zwei Beispielen anschaulich 
machen. Es seien: 
+7, 
(indem wir in U alle diejenigen Glieder zusammenfassen, ın denen Y 
und x ın höherem als dem dritten Grade vorkommen), die Gleichungen 


zweier gesebenen Flächen. Diese Flächen haben mit der Ebene der xy 
einen Contact der zweiten Ordnung. Für dieselben verwandelt sich die 
Gleichung (18.) der vorigen Nummer, wenn wir in derselben das Zeichen 
—+ nehmen, in folgende beiden: 

= 0. 
Diese Gleichungen sind (für eine beliebig angenommene Einheit) in (Fig.1. 
und Fig. ?. Taf. V.) construirt, was sehr leicht ist, weil, wenn man in densel- 
ben y=mx setzt, für jede beliebige Annahme von 7, für x drei Werthe 
sich ergeben, von denen zwei Null sind. Denken wir uns nun die Ebene 
der Zeichnung als die Tangentialebene der beiden Flächen, OF und OX 
als die beiden ursprünglichen Axen der y und x, so stellt die von O 
nach einem beliebigen Puncte M einer der beiden Curven gezogene ge- 
rade Linie OM den Krümmungsparameter derjenigen Curve dar, die 
aus der bezüglichen Fläche durch eine Normalebene geschnitten werden 
kann, welche die Tangentialebene in eben dieser geraden Linie OM 
schneidet. 

Im ersten Falle sind (Fig. 1.) DD, EE und FF die drei Rich- 
tungen des Contacts der dritten Ordnung zwischen Fläche und Tangen- 
tialebene. Im zweiten Falle (Fig. 1.) giebt es nur eine solche Rich- 
tung, nemlich DD. Wenn in den Gleichungen (19.) U fehlt, so bestim- 
men die eben genannten Richtungen gerade Linien, in welchen die Tan- 
gentialebene von der bezüglichen Fläche geschnitten wird. 

Im ersten Falle sind die trigonometrischen Tangenten derjeni- 
gen Winkel, welche die Krümmungsrichtungen mit der ersten Axe bil- 
den (nach No. 5.) durch folgende Gleichung gegeben: 

sr +2 0. 
Die Richtungen dieser Krümmungen sind (Fig. 1.) durch die drei ge- 
raden Linien O4, OB und OC gegeben und die Parameter derselben 
durch die Länge dieser Linien. Diese drei Parameter sind Minima. Im 
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zweiten Falle erhalten wir statt der letzten Gleichung folgende: 
= 0, 

und mithin fallen zwei dieser Krümmungsrichtungen in die erste Axe, 

(Fig.2.) in O4 zusammen, während die dritte in OB fällt. Nach O4 ist 

der Krümmungsparameter der Fläche ein Maximum, nach OB weder 

ein Maximum noch ein Minimum. 


13. Wir können auch, indem wir in der Gleichung (17.«.) p=r" 
setzen, ın dieser Gleichung: 


r und » als Polarcoordinaten betrachten. Wenn wir alsdann, wıe in der 
11. Nummer, zu rechtwinkligen Coordinaten übergehen, so kommt: 


n— m 


(0) #2.3...n( My" + 
Wenn wir diese Gleichung, wie oben die Gleichung (18.), in der Tangen- 
tialebene construiren, so ist allgemein durch die nte Potenz der, vom 
Anfangspuncte der Coordinaten nach irgend einem Puncte der Curve ge- 
zogenen geraden Linie der Krümmungsparameter der Fläche nach der 
bezüglichen Richtung gegeben. Wenn 77 positiv ist und kleiner als z, so 
hat die durch (20.) dargestellte Curve im Anfangspuncte einen conjugir- 
ten Punct. Wenn m=n, so verwandelt sich diese Gleichung in: 

= 
Die Construction, welche dieser Gleichung entspricht, hat Herr Du- 
pın jür den gewöhnlichen Fall z = 2 vor längerer Zeit schon gege- 
ben. Wenn zz negativ ist, so hat die durch (20.) dargestellte Curve 
ım Allgemeinen mehrere Zweige, die sich im Anfangspuncte der Coor- 
dinaten schneiden; und die Tangenten der Curve in diesem Puncte be- 
stimmen die Richtungen eines Contacts der ten Ordnung. 
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32. 


Analytische Auflösung dreier Aufgaben der 
Calendarographie. 
(Von Hın. W. Matzka, Ober - Feuerwerker im K. K. Bombardier- Corps zu Wien.) 


Der julianische und gregorianische Calender bieten dem Analytiker 
einige interessante Aufgaben dar, von denen ich folgende drei allgemein 
aufzulösen versuchte, da bisher, so viel mir bekannt ist, nur von einzel- 
nen Fällen derselben durch Herrn Ritter von Ciccolini in dem 10. 
und 11. Bande der „Correspondaence astronomique, geographiqgue, Iydro- 
graphigue et statistigue du Baron de Zach, « Genes 1824 et 1825.” Auf- 
lösungen gegeben worden. Zur gröfsern Einfachheit in der Darstellung 
bediene ich mich hier nebst den gewöhnlichen in den algebraischen For- 
men vorkommenden Zeichen noch folgender: 


2) bezeichnet die ganze Zahl des Quotienten, welche man bei der 


Division der Gröfse durch erhält, 
3 stellt den bei dieser Division sich ergebenden Rest vor. 


So ıst z. B. 
76 76 35 AR 35 
(7) = (7) = 4; (7) = 4; (7) = 


Verlangt man jedoch in einer algebraischen Form, dafs für den 
besonderen Fall, wo #4 durch z vollkommen getheilt werden kann, die 
ganze Zahl des Quotienten um Eine Einheit vermindert und der Rest 
dem Divisor gleich gesetzt werde, so sollen die Buchstaben e und r mit 


E und AR vertauscht werden; die Ausdrücke Eu und (2), fordern 
demnach, dafs 


E 


a 5 

nicht = sondern — 1, 

nicht =0 sondern =n 

n/R 


genommen werde. 
Es ıst also 


Crelle’s Journal. III. Bd. 4. Hft. Ay 
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1. Aufgabe. Es sollen die zu demselben Jahrhunderte 
gehörigen Jahre der christlichen Aera bestimmt werden, 


welche einerleı Sonntagszeiger (d. i. den nemlichen zweiten Sonn- 
tagsbuchstaben) haben. 


Es seı 
N ein gegebenes Jahr unserer Aera, 


$ die Zahl der in N enthaltenen vollen Hunderte, oder $S = (m). 


n die von den zweı rechts stehenden Ziffern des Jahres /V gebildete 


Zahl oder 


100/,? 
folglich 
N=10S-+n; 


ferner sei 
SE 
(2° im julianıschen und 


ım gregorianischen Kalender, 
so findet man den Sonntagszeiger 


und den ersten Sonntagsbuchstaben 
( 
wenn Ö in Schaltjahren 1, in gemeinen aber O ist. 
Aus (1.) erhält man 


2) +4 )+R=Ta+L; 
es ıst jedoch 


daher verwandelt sich die Gleichung (2.), wenn man um abzukürzen 


setzt, in 

n+(4) = 
Soll nun in demselben Jahrhunderte, nemlich bei gleichem Werthe von 
S und Ah auch das Jahr 100$ + n’ diesen Sonntagszeiger L haben, so 


32. Matzka, Aufiosung dreier Aufgaben der Calendarographie. 33% 


mufs auch 
"+(4) 
sein. Diese beiden letzten Gleichungen geben, falls rn‘ gröfser als r vor- 
ausgesetzt wird, 


welcher Ausdruck, wegen der Gleichungen (3.), in 


übergeht. Weil n„’—nr, wie alle in dieser Gleichung enthaltenen all- 


gemeinen Gröfsen, ganz und positiv sein muls, so findet man mittelst 
des bekannten Verfahrens der unbestimmten Analysis 


+ 


oder, wenn man 


setzt, 


Nımmt man nun für z2 die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5 und 9, für 
() und » aber O0, 1, 2 und 3, so erhält man nachstehendes Täfelchen 
der zugehörigen Werthe von 


6| 

14 | 21 | ı6 | 

| 

38 | 20 | 30 | 31 | 32 | 33 | 37 

34 | 35 | | 36 | 3s | 39 | 43 

45 | 40 | 47 | 42 | 49 | 44 | as a 

"51146 | 52 | 53 | 55 | 50 | 54 | 
56 | 57 | 58 | 50 | 00 1 61 | 65 | - 

62 | 63 | 69 | 64 | 66 | 67 | 7ı 

73 | 68 | 75 | 70|77 | | 76 

[85 | 86 [187 | 88 | 80198 

90 | 91 | 97 | 92 | 94 | 95 | 99 : 

96 98 | 
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Alle ın einer verticalen Reihe stehenden Jahre haben daher in 
jedem Jahrhunderte denselben Sonntagszeiger. Ist es demnach bekannt, 
dafs ein Jahr (z.B. 12) einen gewissen Sonntagszeiger (z.B. 7) hat, so 
kennt man sogleich mittelst dieses Täfelchens auch alle übrigen Jahre 
(1,7, 12, 18, 29, 35 u. 5. w.) dieses Saeculums, welche gleichfalls diesen 
Sonntagszeiger (7 oder den Sonntagsbuchstaben G) haben. 

2. Aufgabe Diejenigen Jahre eines gewissen Jahr- 


hunderts zu suchen, denen ein gegebener Sonntagszeiger 
angehört. 


Aus der Gleichung 
= i— 


erhält man, wenn darın 


subsiituirt wird, 


folglich auch mittelst der Methode der unbestimmten Analysıs: 


4 / 


oder 


daher 


+() 


und wenn man 


1) 105 +29 4 +2. 


Bestimmt man demnach zu dem gegebenen Werthe von S, nach 
dem in der ersten Aufgabe aufgestellten Ausdrucke, jenen des 7, und setzt 
sowohl ihn als auch den gegebenen Werth von Z in diese Gleichung: 
nimmt man endlich für b und $ die Zahlen O0, i, 2 und 3; so erhält man 
aus ihr alle jene Jahre /V dieses Jahrhunderts, deren Sonntagszeiger Z ist. 

Vereinfacht wird die Auflösung dieser Aufgabe, wenn man das 
erste Schaltjahr dieses Jahrhunderis bestimmt, welchem der gegebene 


setzt: 
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Sonntagszeiger zugehört und welches aus Gleichung (5.) durch die An- 
nahme J=5b=0 leicht gefunden wird; man erhält nemlich 


Sucht man nun dieses gefundene Jahr in dem eben aufgestellten Täfel- 
chen, so haben sofort auch alle anderen mit ihm in derselben Vertical- 
Reihe stehenden Jahre den nemlichen Sonntagszeiger. 


Beispiele «) In welchen Jahren des laufenden Jahr- 
hunderts hat der Februar des gregorianischen Calenders 
> Sonntage? 

Wenn irgend ein Jahr in diesem Monate 5 Sonntage haben soll, 


so muls es ein Schaltjahr oder 3=0 und A =3 sein. Dann ist (nach II.) 


N = 1008 + + 283. 


r 


Nimmt man nun S=18, so ıst für den gregorianischen Calender 95, 


daher auch 

N = 1824 + 28%, 
und dıe Jahre 

1824, 1852, 1880 


haben die verlangte Eigenschaft. 

Anmerk, Von dieser Aufgabe giebt Herr Ritter von Ciccolini in der Corre- 
spondance astronomique vol. 10. pag. 380. eine andere Auflösung. Hieher gehö- 
ren auch die ibid. vol. 10. p. 448. und vol, 11. p. 150. vorgelegten und hiernach 
leicht zu lösenden Probleme. 

b) Die katholische Kirche feiert das Schutzengelfest 
stets an demjenigen Sonntage, welcher der nächste an dem 
1.September ist; man fragt nun: in welchen Jahren unseres 
Jahrhunderts fällt dieses Fest auf den 1. September selbst? 

Der erwähnten Anordnung gemäfs feiert man dieses Fest allgemein 


- 


den 25 (7) ‚ten August = — September: 


es kann folglich nur für L= 6 auf den 1. September treffen. 

Setzt man sonach in der Gleichung (IL) Z=6, $=1S und A=|5, 
so sind alle Jahre welche diese Eigenschaft haben und zu dem gegen- 
wärtigen Jahrhunderte gehören ın dem Ausdrucke 


N = 1800 + 239 +5 


enthalten, und man findet sowohl nach dieser Gleichung, als auch (weil, 


) 
r 
4 
1 


342 32. W. Matzka, Auflösung dreier Aufgaben der Calendarograhphie. 


nach Gleich. (6.), 2 = 16 ist) mittelst obiger Tafel die Jahre 
1505, 1811, 1816, 1822; 1833, 1839, 1844, 1850; 
1861, 1867, 1872, 1878; 1889, 1895; 
in welchen das Schutzengelfest mit dem 1. September zusammentrifft. 


3. Aufgabe Wenn man unter Festzahl die Anzahl 
von Tagen begreift, welche von dem 21. März bis zu dem 
Üstersonntage verflielst; so sollen diejenigen Jahre eines 
segebenen Jahrhunderts gesucht werden, welche eine be- 
stimmte Fesizahl haben. 

Erste Aufiösungsart. Ist f diese bekannte Festzahl, so be- 
stimme man, indem 

für e üie Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5 und 6 
gesetzt werden, die Gröfse d aus 
behalte aber von diesen Werthen des d nur jene, welche positiv und un- 
ter 30 sind. 
Setzt man nun für das gegebene, nemlich ($-+ ı)te Jahrhundert, 
m —= 15 ım julianischen und 


m = 30 


25 
so berechne man 0 aus 


ım gregorianischen Calender, 


tilge jedoch alle jene Werthe, welche die Zahl 15 überschreiten. Mit 
den annehmbaren Werthex von @ erhält man 


+ (E22) 


wo «=Q, 1,2, 3, 4, 5 ist und 2 stets kleiner als 100 sein mufs. 


Ferner berechne man Ä aus 


h= E33 im julianischen und 
2 
h | im gregorianıschen Calender. 


Alsdaun ist 


3n+5-+4f+4 


r 


= 289 +4( 
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indem man ® und 5 gleich 0, 1, 2 und 3 setzt, und (7) die Zahl 99 
nıcht überschreiten lälst. 
Die Zahlen 2 welche in der Reihe der (z) und 2 erscheinen, ge- 
ben sodann die gesuchten Jahre aus 
N= 100S + n. 
Hierbei beachte man jedoch folgende zwei Ausnahmen: 
1) Wenn f=29 und n eine der Zahlen 0, 2, 3, 5, 6, 8, 10, 11, 
13, 14, 16, 17, 19, 21, 22, 24, 25, 27, 29 ist, so setze man bei e=6 
nebst d=22 auch noch d = ?9. 
2) Falls f= 28 ist und m einer der Zahlen 2, 5, 10, 13, 16, 21, 24, 
23 gleicht, so nehme man d—= NS und = ?1, bei e=6. Bei denselben 
Werthen von zn und e ist jedoch für f= 35 jener von d unmöglich. 
Anwendung. a) Herr Baron von Zach erzählt ın seı- 
ner Correspondance astron. vol. 10. pag.439., dafs die Kirche 
des heil. Johann des Täufers zu Lyon bereits seit dem Ildten 
Jahrhunderte das Privilegium besitze, ein besonderes Jubiı- 
laum zu feiern, wenn das Frohnleichnamsfest auf den Tag 
dieses Heiligen, nemlich auf den 24. Juni fällt. In welchen 
Jahren unseres Jahrhunderts wird dieses Jubiläum Statt 
finden? 
Das Frohnleichnamsfest fallt jederzeit auf den 
2Wsten Mai = f —1lten Juni, 
demnach mufs ım vorliegenden Falle f=35 werden; dann erhält man zu 
e=0 123,3, 45 6, 
d == 34, 33, 32, 31, 30, 9, 238, 


wovon nur 
und 23 


angenommen werden kann. 
Da ferner $= 15, folglich auch m =23 ist, so findet man 
u: Yu 
von welchen nur das zweite anwendbar ist; dieses giebt 
n = +10, nemlich 
n = 10, 29, 48, 67, 86. 
Ferner ıst 5, daher auch 


(rn) = 2380-+ oder 
(n) = 2, 13, 19, 24; 30, 41, 47, 52; 58, 69, 75, 80; 86, 97; 


< 
‘ 
N 
= 
34 
NA 
>, 
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demnach 2== 56, und blofs das Jahr 1886 des neunzehnten Jahrhunderts 
hat ein solches Jubiläum. 

Setzt man diese Rechnung fort, so findet man, dafs in den Jahren 
1886, 1943, 2038, 2190, 2258, 2326, 2410 u. s. w. dieses Fest zu Lyon 
Statt haben könne, oder dann die Festzahl ihren gröfsten Werth erhal- 
ten werde. 

Diese, nebst zweı verwandten Aufgaben, löset Herr von Cicco- 
lini in der Correspondance astron. vol. 10. pag. 549., dann vol. 11. pag. 48. 
und 144. nach einer andern Methode. 

b) Man suche diejenigen Jahre des zwanzigsten Jahr- 
hunderts, ın welchen der Fastnachtssonntag (Esto mihi) auf 
den 1. März fall:. 

Dieser Sonntag trıft auf den f— 28sten März, daher mufs für 
die vorgelegie Frage f= 29 sein; ferner ist $= 19, daher 24 und 
h==0; sonach hat man 


eu 
d= 28, 27, 26, 25, 24, 23, 22, 29, (Ausnahme 1.) 
16, 0, 11, 2%, 5 


35, 7. 38,4, . 24 
73, 76,85: 6%, 
(n) = 3, 8, 14, 25, 31, 36, 42, 53, 59, 64, 70, 81, 87, 92, 98, 
daher auch 
n—= 8, 81, 897, 9 und N = 1908, 1981, 1987, 1992. 

Zweite Auflösungsart. Einfacher jedoch und interessanter ist 
folgende Auilösung dieses Problems. 

Aus der gegebenen Festzahl f berechne man, indem man e = 0, 1, 
2, 3, 4, 5 und 6 annımmt, die Werthe von d aus 

(f— )— e, 

indem man zugleich jene dieser Werthe tilgt, welche negativ oder über 
29 sind, und obige zwei Ausnahmen berücksichtiget. 


Berechnet man nun gleichfalls @ aus 
fitm+19 
( 30 


n 
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und vernachläfsiget diejenigen Werthe von @, welche die Zahl 18 über- 
steigen, bestimmt ferner £ und 7’ aus 


r 


indem man 
b=0,1,2,3 


setzt, wobeı 


m= 15 
ım julianischen und 


ım gregorianischen Calender 


angenommen wird; so hat man sofort 


| 19° 7, 
und das gesuchte Jahr 


Da jedoch £ die Zahl 3 nicht überschreiten darf, so kann T— & nur ei- 
nen der folgenden Werthe annehmen, zu denen der darunter stehende 
von 282-+-7' gehört, welcher stets kleiner als 100 sein muß. Es ver- 


bindet sich nemlich 

nur = — — 8,0, 1, 10, 11, 19, 

mit 8476, 9, 8457, 5438, 8+95, g+19, 
Z. B. In welchen Jahren unsers Jahrhunderts fäll: 

Ostern auf den 1. April? 


Hier ıst 
m=3 h=5, 


ferner mufs f>= 11 sein, wenn der Ostersonntag mit dem 1. April zu- 
sammenireffen soll. 


Man hat sonach 


em 06 1,23, 3, 45 6 
d=1, 9,8 7,654, 
4 15, 26, 7, 18, 29, 
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T=4 10, 4, % 


T—g 30.8), (0, 
12, (20), 9, 17, 


Nun giebt nach dem Obigen 
ge = 1, 20, 


= g+57, 8, 
folglich, wegen 


und die Jahre 
N—= 1804 1866, 1877, 1888 
haben die geforderte Eigenheit. 
Die Gründe, auf welche sich dieses Verfahren, so wıe mehreres 
hier blofs Berührte stützt, werde ıch dem mathematischen Publico eigens 


ım Zusammenhange vorzulegen die Ehre haben, sobald alles hiezu Nö- 
thige vorbereitet sein wird. 


g, l, 22, 4, 
= 66, SS, 4, 
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33. 
Auflösungen der Aufgabe No. 19. 8.99. im ersten 


Helie des zweiten Bandes dieses Journals. 


Aufgabe. Aus dem Cardanischen Ausdrucke der Waur- 
zeln der Gleichungen vom dritten Grade, oder demjenigen 
durch trigonometrische Linien, die Wurzeln derGleichung 
+ für denFall herzuleiten, wenn ist. 


1. Solution par Mr. Victor Bouniakowsky de Si, Petersbourg, docteur &s 
sciences malhemaiiques de l’academie royale de Paris. 


On sait que T’equation 
1. ta” +0 = 0 
peut &tre mise sous la forme 
en faisant <=Y ee les valeurs de p et de 7 &tant fonctions des 


coöficiens Q,, @,, savoir 


et les trois valeurs de y, que l’on obtient suivant la regle de Cardan, seront 


Actuellement il est facile de voir que les trois valeurs de x de l’equa 
tion (1.) seront les suivantes: 


— 2 
‚V(ALYVB) 4 .V(A—VB) 
+ 


45 * 


= 
4, 
2 
.r 
> 
Pr 
= 
- 
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apres avoir pose, pour abreger 
750 43:00, 
B= + (22: _ 3.02). 
Sı a present l’on fait @,—= 0, on obtiendra l’equation 
I. +0 = 0, 
et ıl sagit de trouver au moyen des expressions (2.) les racines de cette 
derniere &quation. Done il faudra dans les expression (2.) supposer @,—=0. 
Cette supposition reduit premierement et B aux valeurs suivantes 
[= 74:0; et 
et par suite, les trois valeurs de x, en vertu des formules (2.) seront: 


et 


— —Ia,— 3a, 
1+V—-3, 1—V —3 
0 
1—-V—3, 1+V —3 
—ja,+ 5) .34 + 
x m 0 


I,a premicre de ces valeurs est indifferente relativement a l’equation du 
second degre (3.). Elle se rapporte evidemment ä l’equation (1.) mise sous 


N [44 a a 
En eifet, substituant a la place de x cette premiere valeur, et 
faisant dans cette equation @,= 0, on obtient 
3 3 
Or les deux derniers termes e&tant des quantites infiniment grandes d’un 
ordre inferieur aux deux premiers termes, ils doivent &tre rejeics, et ıl 


la forme 


ne restiera que 


3 
1 


3 
0 3 3 OÖ. 


Cela est exact en eflet. 
Pour ce qui est relatif aux deux dernieres valeurs de x des ex- 


pressions (4.), nous allons voir comment on peut en deduire les expres- 


sıons des deux racines de l’equatıon (3.). 

En. effet, puisque les deux dernieres valeurs de x des equations (2.) 
se reduisent a la valeur indeterminde 3; ıl est claır que pour trouver 
Ia veritable valeur de ces expressions, on pourra appliquer la regle que 
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prescrit le calcul differentiel; c’est-a-dire, diviser la differentielle du nu- 
merateur par la differentielle du d&enominateur, prenant @, pour varıable. 
D’apres cela les deux valeurs de x seront representces par 

0A ) 


2 ao 2VB 
Or Ion a 

das — 4.0, 0a, 0;.0,; , 

oB a,a a? 
oA OB 
eten supposant 0, les valeurs de 4, de B et de reduiront A 


77.0; b=0; = — 7.1.0, 


A 
Donc, en conservant pour un moment 5, On aura 
do 


1+V—3 9194 1-V—3 9 ) 


da, '2V 2VB 


oB 


Remarquons qu’une partie de ces valeurs de x est encore indeterminee, 
oB 


da, 
puisque la valeur de la fraction 5.75 devient 3 pour ,=0, car l’on a 
oB 


= =0 et 5=0. Donc ıl faudra employer de nouveau la regle prescrite 


? 
B 
/ 
1 
2 = 
52 
3 
Pe 
= 
1%) 9 
oa 
= 
AB 
. 
6. 
x 
\ 
f 
= 
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par le calcul differentiel pour chercher sa valeur. Cela donne 


Or cette seconde valeur de la fraction est indeterminde, comme celle de 


la premiere, puisque pour 9,=0,lon aB=0 et =0. Ilen seraıt 


de müme sı l’on continuait la differentiation. Donc il paroit au premier 
ubord, que l’on ne puisse rıen conclure sur la v£ritable valeur de la frac- 
tion que nous examınons; mais un artifice fort simple nous donnnera 


cette valeur ımmediatement. Pour cela il n’y a qu’a resoudre la derniere 
oB 


equation par rapport & Cette &quation donne immediatement 


I 
da’ 


d’ou Yon conclut 
( eB 


V(: 
Telle est la valeur finale de la fraction qu'il s’agissait de determiner. 


. 
Pour ce qui regarde la valeur de ——z, ıl est facile de la trouver: iln’y 


a differentier encore une foıis l’equation (5.) savoir: 


2 
I 2 \2 2 a 
20,770, — 50,0, + 3050) + 2(a,;0,— a, «,) +30: (40,0, ©) 
et faire @,=0; ce qui la valeur de a 
ca, 
3 1 2 „2 


ÖQo 


Substituant cette valeur de celle de Ja,’ cest-a-diıre — 


dans les expressions (6.) des deux racines de l’equation 
ar ta, = 0, 


et par suite 
_ 1 
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on trouvera 


1 a a a 


valeurs, qui, comme l’on sait, sont en eflet les racines de l’equation du 


second degre: 
+ +0 = 0. 


Il. Auflösung von einem Ungenannten, mitgetheilt von Herin Professor Dr. Lehmus 
zu Berlin. 


Aus der Gleichung 


b 
folgt, wenn man z— „—— für x schreibt: 


3a 
3ac—b? 203 — Y9abc+27 a? d 
3 . 
3ac—b: 27a: 
oder, p und g gesetzt: 
= 


1 
Wird nun z durch u— 3 ausgedrückt, so erhält man 


folglich 
und 
und es ist die Frage, welchen Werth fira—o 


annımmt, wie grofs F(0) ist. 
Um sie zu beantworten, setze man die Werthe für > und g ın 


den Ausdruck für u’, so erhält man 
oder, durch 4; durch B; 35°(bd—4c°) durch P; 3cle—zbd, 
durch (0 und °d? durch R bezeichnet: 
27 a? 
also, wenn der Zähler dieses Ausdrucks =’ gesetztwird : 


3 
2 

% 

= 
= 
= 
10) = 

. 

1 
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u = 
worınnen 


ist. 


Substituirrt man nun —— für u und für pin 
3a 3a? 


Sau’ —pa—bu 


x—= Fa = 


so entsteht 
—bv—3ac-tb? 
Für @=0 wird aber "= — 6’; und hieraus entspringen 


3 Werthe für 


x 


1.v=—1.b, 

2. = 
1—-V-3 

3. vm 5 .b. 


ad 1. Für den ersten Werth von y wird der Zähler 
”"—bv—3ac+ 
des Werths von x gleich 
= 30°, 


der Nenner aber = 0; folglich 
302? 


Dieses Resultat erklärt sich leicht folgendergestalt: 


x, 


Aus der Gleichung 


entspringt 
b c d 
d 
und es ıst also rn das Product der 3 Wurzeln derselben. Für «=o 


wird aber dıeses Product unendlich grofs, also mufs nothwendig wenig- 
stens eine dieser 3 Wurzeln unendlich grofs sein, wenn 0 ist. 


ad 2. Für den zweiten Werih von v, nemlich für v= > A 4 


wird der Zähler 
3ac 


des Werths von x gleich 
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der Nenner auch =0, also x=5$== unbestimmt. 


393 


Um den wahren 


Werth zu finden, entspringt auf dem gewöhnlichen Wege: 


—b— 


Es ist aber aus — b’ + Aa— Ba 


O+2Ra 


also, für 


0 
3. ( = A+3VP = 


oda 


2 
folglich, für «= 0: 


ov __ 35 tV(12b d—3c?) 


da bi-1+-V-3) 


und demnach, für ae =0: 
3c+V (12bd4-— 


(2v—b). 3c 
2 
vo 3 


> 


—Sbd) _ _ © 


ad 3. Für den 3ten Werth von v erhält man eben so 


c c? 


d 
b 


= 


b 


). 


welches wirklich die beiden Wurzeln der Gleichung db’ +4 = 0 


d 
oder + —x+ sind. 
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34. 
Memoire sur P’impossibilite de quelques &quations 
indetermineces du cinquieme degre. 
(Par Mr. Lejeune Dirichlet, professeur en math@matiques. ) 


Lu a l’acad&mie royale des sciences (institut de France), le 11. Juillet 1825, par l’auteur. 


(D’apres le rapport de MM. Lacroix et Legendre, ce m&moire a &i& approuve, 
et doit &tre imprime dans le recueil des m&moires de savans &£trangers *). ) 


On sait que la theorie des &quations indeterminees des degres supe- 
rieurs au second, est encore tres peu avancee; ıl est vraı qu’ıl y a une 
infinite d’equations de tous les degres dont on peut d&montrer l'ımpossi- 
bilit@ en faisant voir que quelles que soient les valeurs que Yon attrıbue 
aux indetermindes, les deux membres de l’&quation proposee ne peuvent 
jamaıs donner le m&me reste lorsqu’on les divise par un certain nom- 
bre ou module; mais lorsqu’une &quation ne peut pas £tre traitee par 
ce moyen, il devient difhicile de prouver qu’elle est impossible, et on n’y 
est parvenu, jusqu’a present, que pour un tr&s petit nombre d’equations. 
Toutes ces @quations sont tres particulicres, et d’une forme telle, que lors- 
qu’on cherche ä les r&soudre, on est naturellement conduit aA une ou plu- 
sieurs formules quadratiques qu'il s’agit d’egaler a des puissances par- 
faites. On satisfaıt ensuite de la maniere la plus generale a cette con- 
dition, en exprimant les indetermindes par d’autres indetermindes, dont 
les premieres deviennent des fonctions entieres, et il se trouve, du moins 
dans tous les cas ou la methode dont ıl est question reussit, que les nou- 
velles indetermindes ou d’autres quantites qui en dependent d’une ma- 
nıere tres sımple, satısfont egalement a une Equation semblable a l’equa- 
tion proposce. Comme les nouvelles indetermindes sont en m&me temps 
plus petites que les indeterminees primitives, Timpossibilite de l’equation 
proposee se trouve etablie; car il est evident que si elle etait possible, on 
aurait le moyen d’obtenir une suite decroissante et indefinie de nombres 
entiers, ce quı implique contradiction. ÜC’est de cette maniere que Fer- 
mat et Euler ont prouve& limpossibilit& de plusieurs €quations du troi- 
sieme et du quatrieme degre. 


*) Ce memoire n’a pas encore et publie jusqu’ici. (Note d. red.) 
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En essayant d’appliquer des considerations semblables a quelques 
equations du cinquieme degre et d’une forme analogue a celles des equa- 
tions traitees par Fermat et Euler, on est arröte tout aussitöt. La 
formule quadratique a laquelle on arrive, et quwil faut @galer a une cin- 
quieme puissance, admet plusieurs solutions differentes, et parmi ces so- 
lutions, il n’y en a qu’une seule qui conduise a une @quation semblable 
a lVequation proposee. En reflechissant cette difhiculte, jai reconnu 
qu’elle pouvait &tre levee tres sımplement en assujettissant a quelques 
conditions le nombre determine qui entre dans l’equation. Il rösulte d’un 
theor&me expose dans les pr@liminaires, que lorsque ces conditions se 
trouvent remplies, les differentes solutions dont la formule quadratique 
est susceptible, en general, doivent &tre rejetdes, a l’exception d’une seule, 
qui est precisement celle de laquelle on deduit des nombres qui satisfont 
a une semblable a l’&quation proposce. On parvient ainsı ä dta- 
blir Vımpossibilit& d’une classe assez &tendue d’equations inddtermindes du 
cinguicme degre. Le premier membre de ces &quations est la somme 
ou la difference de deux cingquiemes puissances, et le second membre est 
le produit d’une cinquieme puissance et d'un nombre determind assujetti 
a diflerentes conditions. En attribuant A ce nombre des valeurs particu- 
lieres compatibles avec ces conditions, on peut obtenir autant de thclore- 
mes particuliers que l’on veut. ÜCeite generalit@ de nos theoremes est 
d’autant plus singulicre, que les equations analogues du troisicme et du 
quatricme degre, dont lımpossibilit& a demontree jusqu’a present, ne 
sont qu’en nombre fini et m&me tres petit. 


Theoreme ]. 


„Soit Z un nombre premier impair non-diviseur du nombre « et 
supposons que l’on ait — ae =] (1.); on satisfera, comme on sait, ä 
l’equation ®—re®=/" (2.) par les nombres d et e que donne la for- 
mule (ü+eya)”"=d-+eya (3.), lorsqu’on y Egale les parties rationnelles 
et les co@fliciens de Ya; je dis de plus que les nombres d et e aınsi ob- 
tenus seront premiers entre eux*).” 


*) Si le nombre /, au lieu d’&tre premier, etait un nombre impair quelconque et que les nom- 
bres ö et ae fussent premiers entre eux, les nombres d et ae seraient €galement premiers entre 
eux, comme il est facile de s’en assurer par un raisonnement parfaitement semblable ä celui dont 
nous faisons usage dans le texte. 
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Il est evident, par l’&equation (?.), que sı les nombres d et e avaient 
un diviseur commun, ce ne pourrait @tre que le nombre 2 ou une puis- 
sance de ce nombre. Il sufira donc de faire voir que d n’est pas divi- 
sıble par /. La en (3.) donne cette valeur de d: 


D’un autre on de l’&quation (1.), en se servant du signe em- 
ploye par M. Gaufs 
et en multipliant 
En combinant ces congruences avec Kal qui donne d, on aura 
ou ce quı est Ja möäme la quantit& entre les crochets &tant le de- 
veloppement de z|(1+1)"+ (1—1)"] et parconsequent egale 27, 
d= (mod. ). 
Il est maintenant facile de voir que d n’est pas divisible par /, car ıl 


faudrait pour cela que Ö fut divisible par /; mais la seule inspection de 
Vequation (1.) montre que cela est impossible, Ö et e &tant &videmment 


premiers entre eux et @ non divisible par /. 


Theoreme Il. 


„La lettre / designant un nombre premier impair non-diviseur 
de @, sı lon suppose que lon ait ®— ee =!" (4), ae” =!" (5.), 
les nombres d et e; d’ et e‘ &tant premiers entre eux, je dis que l’on 
pourra trouver deux nombres et u satisfaisant a l’&quation ?’—au’=1 (6.) 
et en outre tels que Von ait = d-eya (7.), les 
signes etant convenablement choisis et les parties rationnelles et les coef- 
ficiens de egalds separement.” 


Les &quations (4#.) et(5.) donnent immediatement 
(mod.!"), 
on conclut de la en multipliant membre par membre: 
a*e?e‘* (mod. /”), 
et en transposant 
— (mod. !”). 
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On voit par cette congruence qu’un des nombres dd’—+aee’‘, dd’—.aee‘ 
est dıvisible par /” ou qu’ils sont et Taautre divisibles par 2 *). 

Mais ıl est facıle de voir que ce dernier cas est impossible; en 
eflet, si ces nombres etoient tous les deux divisibles par /, leur somme 
2dd’ le serait egalement; ıl faudrait donc, dans ce cas, qu’un des nom- 
bres d, a’ fut divisible par /; mais on s’assurera facilement que cela ne 
saurait ©tre, en ayant egard aux suppositions faites dans l’enonce du 


hd d d’ + 
theoreme. L’expression _ 


un entier. Nous ferons, pour plus de simplicite, +1, etant choisi 
de maniere a rendre entiere l’expression pröcedente. 
Sı Ton multiplie membre par membre les &“quations (4.) et (5.), 


avec le signe convenable sera donc 


on aura celle-cı 
(dd’ taee’— a(detde)’— 


dans laquelle on peut prendre ä volonte les signes superieurs ou les signes 
inferieurs. On a donc aussi 
(dd’+iaee'’— a(de-+ ide — !”. 
Le nombre dd’-Liaee‘ Etant divisible par /”, et « n’etant pas divisible 
par /, on voit, par Fequation precedente, que d’e-+-ide‘ est egalement di- 
visible par /”. Cela pose, je dis qu’on aura 
dd’-iaee’ U(d’e-+ide‘) 


i’ etant 1, ou —1 selon que la quantite entre les parantheses est positive 
ou negative. En effet, on aura en divisant les deux nombres de l’equa- 


tion donnee plus haut par 2”, 


dd'tiaee'\? d’e+tide‘\? 


I" 
ou ce qui est Ja m&me chose, ?— eu’= 1, et on s’assurera facilement 
par la substitution que les valeurs precedentes de £ et u satisfont aussi 
a l’equation (7.), en y determinant les signes de cette maniere 
= d-+teya. 
Remarque. Comme il est evident qu’on peut changer simulta- 
nement les signes de e’, u, e dans l’&quation 


*) Dans lecas de n = ı, la premiere bypothöse est comprise dans la seconde et a parcon- 
sequent necessairement lieu; mais le m@me raisonnement prouverait toujours l’impossibilite de 


- 


la seconde. 


r 
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on voit que lon peut poser 

= (dteyo), 
le sıgne de e etant a volonte et les signes de e’ et z etant convenable- 
ment choisis. 


Theoreme III. 

lettre designant un nombre premier impair non-diviseur 
de @ et # un nombre impair qui n’a pas de diviseur commun avec &@ et 
qui nest pas dıvisible par /, si nous supposons que l’on ait ces deux 
equations P—aE?—=!k, ®—ae—=!", et que les nombres D et E; 
d et e soient premiers entre eux, je dis que l’on pourra trouver deux nom- 
bres et premiers entre eux, satisfaisant a lequation k, 
et en outre tels que l’on aıt 

= D-+Eya, 
les signes &tant convenablement choisis et les parties rationnelles et les 
coefhciens de Etant Egal&s separ&ment.” 

demonstration de ce ihdor&me est tellement semblable celle 
du theoreme Il. que nous nous dispenserons de la developper ici. 

Il y a ıcı une remarque semblable ä faire et Ion voit tres facıle- 
ment que l’on peut poser 

(D’-E’Ya)(dteya) = D+rEyı, 
le sıgne de E etant ä volonte et les signes de E’ et e &tant convenable- 
mıent choiısıs. 

Les tlıcoremes que nous venons d’etablir et qui peuvent Ätre uti- 
les dans plusieurs occasıons, vont nous servir maintenant ä £tablir une 
proposition relative a la maniere de rendre le binome P—5(°, dans le- 
quel P et sont des nombres indetermines soumis ä la restriction 
tre premiers entre eux, Egal a une cinquieme puissance. Cette proposi- 
tion consiste en ce que, pour egaler le binome P— 50° de la maniere 
ia plus generale a une cinguieme puissance impaire et non-divisible par 
5, on na qu’a poser 

= 
M et N &tant de nouvelles indetermindes soumises a la seule restriction 
d’tre premieres entre elles, l’une paire, l’autre impaire et la premiere 
de plus non-divisible par 5; et les lettres £ et u designant la solution 
generale de l’equation ?—5u°—=1; ce qui veut dire que toutes les fois 
que P et ( &tant premiers entre eux, le binome P?—5(° est une cin- 
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quieme puissance impaire non-divisible par 5, il existe des nombres M 
et /V premiers entre eux et tels qu’on ait 

= 
t et u satisfaısant a l’equation —1. 

Pour nous assurer de la verit& de ceite proposition, posons 
P—50’=L, L designant une cinquieme puissance impaire, non-di- 
visible par 5 et voyons ce qui en resulte sur la nature des nombres P 
et 0. Designons par / l’un quelconque des diviseurs premiers de L et 
soit 2” la puissance la plus &levee de /, qui divise Z, de sorte qu’en fai- 
sant L=/"L‘, L‘ soit premier a 2. Il resulte d’un theoreme connu, 
que le nombre qui divise PP—50* sera lui m&äme de la forme 
Sı nous posons maintenant 

= d+teys, = D+EYV5, 
d et e, D et E seront premiers entre eux en vertu du theoreme I., et 
aura l’equation 
(d+ey5”’ = D+EY). 

Sı l’on applique ensuite le theoreme III. aux &quations 

P_50 = PL‘, 
qui se deduisent immediatement de ce qui pr&cede, on verra quil existe 
des nombres P’ et (, premiers entre eux et tels qu'on ait 

P+Qy5 = 

ou ce qui revient au möme en remplacant D+EY5 par (d-+eyD)', 

P+QOV5 = 
L’equation P®—50° = L’ a laquelle nous venons de parvenir, est en- 
tierement analogue Aa l’equation ?—50°—=L, car le nombre Z’ que lon 
obtient en divisant Z par /”" est une cinquieme puissance, comme ZL. Sup- 
posons pour un instant que la proposition que nous cherchons a demon- 
trer soit vraıe pour l’equation P—50*=L‘, et voyons comment on 
pourrait en conclure qu’elle a egalement lieu pour le binome P’— 50°. 
Dans la supposition que nous venons de faire, il existe des nombres M’ 
et /V‘ tels qu’on aıt 

= 

En mettant cette valeur de P/+-0Q'yY5 dans l’&quation obtenue plus 
haut et dont le premier membre renferme P+0Qy5, il viendra celle-cı: 
= 
dans laquelle les signes dependent de ceux qui se trouvent dans les deux 
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eemations dont la combinaison la produite. Si nous posons maintenant 
le signe de /Y etant + ou —, selon que le coöfficient de Y5, dans la 
valeur developpee du premier nombre est positif ou negatif, l’equation 
pr@cedente se changera en celle-ci: 
= 

qui est conforme A l’enonce de la proposition dont nous nous occupons. 

Ayant aınsı fait voir que la proposition en question et vraie pour 
le binome PP—560° egal a la cinquieme puissance Z, si elle est suppo- 
avoir pour le binome P?— 50”, egal la cinquieme puissance 
ZL‘, qui a un diviseur premier de moins que Z, ıl ne reste, pour rendre 
la demonstration complete, qu’ä prouver la verite de notre proposition 
pour le cas ou le binome P?°— 50? est une cinquicme puissance qui n’a 
quun seul diviseur premier Or, c'est ce quiil est tres facile de faire 
en s’appuyant sur le theoreme II. En effet, dans le cas que nous ve- 
nons d’enoncer, on a P—50°—=/!"; d’un autre cote, le nombre ? pou- 
vani &tre mis sous la forme 58, si l’on fait 

!on aura aussi 
D+EY5 = (M+NV5), 
ID et E etant premiers entre eux en vertu du theoreme I. Cela pos&, 
il resulte immediatement de l’application du theoreme I]. aux 


gu’on a la relatıon 


= 
f et u satısfaısant a lequation ?—H5u=1 et les signes etant conve- 
nablement choisis; ou, ce qui revient au m&me, en mettant (MHNY5)’ 
a la place d DTEYS, 
= 
resnltat conforme a l’enonce de notre proposition. Il est ainsi prouve que 
toutes les fois que PP— 50" est une cinquieme puissance impaire, il 
existe des nombres HM et qui satisfont a la formule prec&dente. Quant 
ä Vinverse de cette proposition, savoir qu’en attribuant dans la formule 
precedente a M et N des valeurs soumises aux seules restrietions deja 
plusieurs fois enoncees, on obtiendra des nombres P et () premiers entre 
eux et tels que PP— 5() soit une cinquieme puissance; la demonstra- 
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tion en est tellement simple qu'il est inutule de nous y arräter. — Au 
moyen de ce qui precede il sera facile d’etablir le theoreme que nous 
allons Enoncer et qui servira de base aux propositions qui font lobjet prin- 
cipal de ce me&moire. 

Theoreme IV. 

„Les nombres P et Q devant &tre premiers entre eux, lun pair, 
l’autre impair, et le dernier devant ötre de plus divisible par 5, je dis 
que pour Egaler le binome P°—5(* de la maniere la plus generale ä 
une cinquieme puissance, ıl sufhira de poser 

| = 
Les indeterminces ® et :) Etant premicres entre elles, l’une paire, l’autre 
impaire, et la premiere de plus non-divisible par 5 *).” 

Pour egaler PP—50° a une cinquieme puissance, nous poserons, 
d’apres ce qui vient d’etre dit, 

P+0Oy5 = 
M n’etant pas divisible par 5, sı nous faisons pour un instant 
(M+NV5) = 
il sera facıle de voir que /V’ est divisible par 5, et que PM’ ne Vest pas. 
En substituant l’expression precedente dans la valeur de P+-Q\Y5, on aura 
P+Oy5 = 


+Mu>+ Mt. 
IN‘ etant divisible par 5, et MM’ ne letant pas, il est &vident que () ne 
pourra &tre divisible par 3, qu’autant que u le sera. Lies valeurs les 


plus petites qui satisfassent a l’equation 
ze 1, 


d’o:ı tıre 


sont celles-cı, 
a9, 


Les valeurs generales seront par consequent donnees par cette formule, 


dans laquelle > est un nombre entier, positif quelconque **); on tire de lü 


*) Il n’est peut-etre pas inutile de faire remarquer qu’il y a des theoreınes analogues pour 
beaucoup d’autres nombres premiers, et que pour les &tablir, on peut faire usage des me&mes con- 


siderations dont nous nous servons ici, 
**) Vovez les Additions a l’Algebre d’Euler (art. 75.). 
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Tous les termes de cette valeur, a partir du second, &tant divisi- 
bles par 5, quel que soit >, on voit que pour que % puisse &tre divisible 
par d, ıl faut que le premier terme, et par consequent aussi p, soit divi- 
sible par 5. Sı nous faisons done p=5p‘, p’ etant un entier, et qne nous 
substituions la valeur de z+uy5 dans celle de P+-OY5, nous aurons 

= 
resultat qui, par Tintroduction des nouvelles indetermindes, ® et & qui 
sont telles que 
=@+Yy5, 
se change en celui-ci, 

La forme de la solution donnde par l’enonc& du theoreme se trou- 
vant ainsı justilice, il ne reste plus qua determiner la nature des inde- 
termindes. 

Comme on a 

= 

et que les nombres P et () sont respect. divisibles par ® et W, on voit 
facılement que les indetermindes ® et doivent &tre supposces premic- 
res entre elles, l’une paire, lautre impaire, et la premiere de plus non- 
divisible par 5. On peut m&me ajouter que ® ou ıb sera impaire se- 
lon que P et Vest. Reciproquement, sı les indötermindees ® et sa- 
tısfont aux conditions pröcddentes, les nombres P et Q determinds par 
la formule 

seront premiers entre eux, comme il est facile de s’en assurer. Ces pre- 
liminaires etablis, nous: pourrons nous occuper des theoremes qui font 
lobjet principal de ce M&emoire. Le premier de ces theoremes peut s’e- 
noncer de la manicre suivante. 


Theoreme V. 

„Les nombres zn et rn etant positifs, plus grands que zero, et le 
second de plus different de 2, et le nombre P n’etant divisible nı par 2 
ni par 9, ni par aucun nombre premier de la forme 10%-+1, ıl sera 
impossible de trouver deux nombres x et y premiers entre eux, tels que 
= 2" (a). 

Supposons, contre l’Enonc& du theoreme, que l’equation soit possible. 
Comme le second membre est pair (m ayant &t& suppose > 0), ıl faut 


. 
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que les nombres x et y, qui sont premiers entre eux, soient impairs l’un 
et lautre. Si nous faisons y=2p, ty=2g, et par suite 
les nombres p et y seront entiers, premiers entre eux, et de plus !’un paır, 
lautre impair. En substituant les valeurs pr&cedentes de x et + y dans 
l’equation («), on la changera en celle-ci: 
2p(# +10 PP +57) = Az". 

Le premier membre ne peut tre Egal au second membre, qui est 
dıvisible par 5, qu’autant qu’on suppose p divisible par 5. Faisant donc 
P=5r, nous aurons 

Le nombre z est par hypothese egal A Yunite ou plus grand que 
2. est egal A Punite, il faudra, dans l’equation precedente, suppo- 
ser z divisible par 5. On pourra, dans ce cas, metire 5z a la place de 
z, ou, ce qui est Ja m&äme chose, donner & 5 lVexposant 6, dou l’on voit 
que Ton peut supposer dans tous les cas, 22. Sı lon met maintenant 
P’equation precedente sous cette forme, 

et qu’on se rappelle que les nombres 9 et y=5r, sont premiers entre 
eux, et de plus, Yun pair, lautre impair, il sera facile de voir que le 
facteur trinome est impair, non-divisible par 5, et premier a r; il faut 
donc que r soit divisible par 5, z &tant >22. Choisissons actuellement 
deux nombres positifs, x et v, tels que *) m +u—1, 2+v—2, soient di- 
visibles par 5, et un nombre B qui n’ait d’autres diıviseurs premiers que 
le nombre 4, et tel que le produit ZB soit une cinquieme puissance. Si 
nous multiplions l’@quation precedente par 2“ 5’ PD, nous aurons celle-cı: 

Le second membre de cette @quation dtant une cinguicme puissance, 
le premier membre en sera pareillement une. Ör, je dıs que les deux 
facteurs dans lesquels ce premier membre peut se d@composer, le facteur 
2"5’Br et le facteur trinome, sont premiers entre eux. En effet, nous 
avons deja vu plus haut que le facteur trinome est premier a N“5’r, et 
ıl resulte d’un autre cot& des theoremes connus d’Euler sur la forme 
lineaire des diviseurs premiers de la formule x" + y" (Theorie des nom- 


*) Si m—ı eiait divisible par 5, on choisirait pour « une autre valeur que zero pour &vi- 


ter les exposans negatifs dans ce qui va suivre. 
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bres, no. 156.) que le facteur trinome, dans lequel g et r n’ont pas de 
diviseur commun, n’est divisible que par des nombres premiers de la 
forme 10k-+1, qui d’apres les suppositions faites dans l’Enonce du theo- 
reme ne convient ä aucun des diviseurs de 4, et par consequent aussi 
de DB, B n’ayant pas d’autres diviseurs ipremiers que 4. Il faut donc 
que le nombre %“5"Br et le facteur trinome soient de cinquiemes puis- 
sances l’un et l’autre, 

Le facteur trinome pouvant s’ecrire de cette manicre, 

— 510, 
et les nombres 9°--5°r?, 10r* etant premiers entre eux, le premier im- 
pair et le second pair et divisible par 5, il sufira, en vertu du theo- 
reme l., pour egaler le facteur trinome avec toute la generalite conve- 
nable ä une cinquieme puissance, de poser ces deux dquations, 
107° 

Les nombres s et Z doivent &tre supposds premiers entre eux, et 
de plus le premier pair et le second impair et non-divisible par 5. Il 
suit de la que s doit ötre divisible par 5; en eflet Z n’etant pas divisible 
par 5, le second nombre de la seconde &quation ne peut £tre divisible 
par 5° quw’autant que s est divisible par 5; mais le premier nombre qui 
a r” pour facteur, est divisible par 5°; donc s est divisible par >. 

Nous avons vu plus haut que “5”Br devait une cinquieme 
puissance Lie nombre 95” 2°r’, carr& du nombre precedent, devra 
done &tre une puissance du m&me degre, et m&me du dixieme degre. 
Or, en multipliant par %“"5”—B* les deux membres de la derniere 
equation, on aura celle-cı: 

Br Bst +10 455°). 

Sı donc nous faisons pour abriger, 2u—1=g, 2v=h, 
tout se reduira ä faire voir quil est impossible de trouver deux nombres 
s et £ premiers entre eux, et dont le premier soit de plus pair et divi- 
sıble par 5, tels que le produit 

(PB) 
soit une Cinquieme puissance. 

En ayant egard ä la nature des diviseurs premiers de C, on 8’as- 
surera facilement que le facteur 7’5"Cs et le facteur trinome sont pre- 
miers entre eux. Il faudrait donc, pour que le produit (£) püt ätre une 
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cinquieme puissance, que chacun de ces facteurs en füt pareillement 
une, Le facteur trinome peut s’ecrire de cette maniere: 
(+55)? — 5(25°). 

Comme les nombres ?+5s°, 25° sont evidemment premiers entre 
eux, et de plus le premier impair et le second pair et divisible par 5, 
le tlıeoreme I. est applicable ici, et l’on pourra poser 

2° Js’(t* 10:1” +5 

Les nombres s’ et doivent &tre supposes premiers entre eux, et 
de plus le premier pair et le second impair et non-divisible par 5. Comme 
t! n’est pas divisible par 5, ıl est evident par la seconde @quation, dont 
le premier membre renferme le facteur s’, et est par consequent divi- 
sıble par 5°, que s’ doit &tre divisible par 5. Ainsi, les nombres s’ et 
£’ sont premiers entre eux, de m&me que les nombres s et f, et le pre- 
mier 5’ est en outre pair et divisible par 5 comme s. 

ll est facile encore de voir que s’ est plus petit que s; car on 
conelut immediatement la derniere &equation <2s? et par suite 


6 

On a vu plus haut que %5”Gs devait ©tre une cinquieme puis- 
sance. Le nombre 250? 5°, carre du precedent, devra donc une 
puissance du m&me degre. Or, en multipliant les deux membres de la 
derniere equation par on aura 

ou ce qui est Ja chose en faisant 2g—i=g, 
C?’=(', dans le second membre, 

equation dont les deux membres doivent &tre des puissances du cin- 
quieme degre. | 

Nous voila donc arrıvdös a un produit (2) semblable au produit 
(2), mais dans lequel le nombre s’ est plus petit que le nombre s du pro- 
duit (2), et ce produit (f’) serait une cinquieme puissance, sı le produit 
(2) en etaıt une. En traitant le produit (ß‘) comme nous avons traıtc 
le produit (ß), on arriverait a un troisieme produit (8), dans lequel le 
nombre s” serait plus petit que s’, et l’on pourrait continuer ce proce&de 
aussı loin que l’on voudrait. Il est facıle de voir en outre que quelgue 
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loin que Fon prolonge les series 5, 2,1%, ... on ne 
pourra jamais rencontrer un terme egal ä zero; car il est &vident que 
si lon supposait nul un de ces termes, on conclurait en remontant que 
s=0, cas @vident, et qui d’ailleurs est exclu, puisque les nombres s et 
f ont supposes premiers entre eux. 

Sı donc le produit (8) pouvait @tre une cinquieme puissance, on 
pourrait obtenir, par l’analyse precedente, une suite ind&finie de nombres 
entiers positifs, dans laquelle chaque terme serait plus petit que le terme 
precedent, sans qu’aucun des termes ne füt nul; ce qui implique contra- 


diction. On doıt conclure de la que le produit (ß) ne saurait etre une 
puissance du cinquicme degre. 


Lie theoreme V. se trouvant ainsi etablı, nous allons donner le 

moyen d’en deduire un autre plus general. Considerons l’equation 
hr, 
dans laquelle nous supposons x et y premiers entre eux, m>0, et A 
soumis aux memes restrictions que dans l’enonc& du theoreme V. Soient 
2, y des nombres positifs moindres que 5, et tels ty=ß, 
z==y (mod. 5) et soit encore J7 un nombre positif <25 et tel que 
2” #==H (mod. 25). Comme 5 est un nombre premier, on aura 
y=y, z2=z, (mod. 5). 
On conclut de lä, en ayant egard a l’equation posee plus haut, 
xty=2"4z (mod. )), 


et partant 
«-+ß=Hvy (mod. 5). 

Comme « est le reste de x, on pourra poser z—=u45k, k etant 
un entier; on tire de la, en &levant les deux membres ä la cinquieme 
puissance, 

5 - 5.4 
+5 13% (Sk)? etc., 
on aura donc 
x (mod. 25). 
On trouvera de la möme maniere ty’ z=y’ (mod. 25), et 
comme on a aussi 2” .f== H (mod. 25), on trouvera, en ayant egard ä 
lequation citee, 
= Hy (mod. 25). 

Si maintenant, en substituant dans cette congruence, successive- 

ment pour «. 2, toutes les combinaisons que l’on peut former avec les 
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nombres positifs moindres que 5, et pour Y les valeurs correspondantes 
egalement moindres que 5, donndes par la formule 
(mod.5), 

on trouve que la congruence +P° = (mod. ?5) ne peut subsister 
que lorsque Y est nul, on sera assur& que l’equation 

ne peut avoır lieu, a moins quon ne suppose z divisible par 9. On 
pourra donc, dans ce cas, mettre 5z ä& la place de z, ce qui change no- 
tre Equation en celle-cı: 

— 
quı rentre evidemment dans le iheoreme II., et par consöquent est ım- 
possible. Or, ce cas a lieu toutes les fois que le nombre 7] est un des 
huit nombres suivans 3, 4, 9, 12, 13, 16, 21, 22, comme on peut s’en 
assurer par un calcul tres sımplee Nous avons donc ainsı ce nouveau 


theoreme: 


Theoreme VI. 

nombres et etant soumis aux me&mes restrictions que 
dans l’enonc& du theoreme Il., si le nombre 2” 4, &tant divise par 25, 
donne un des huıit restes suivans, 3, 4, 9, 12, 13, 16, 21, 22, il sera ım- 
possible de trouver deux nombres x et y premiers entre eux, tels que 
ait ty’ = 2" 4z°” 

Pour donner un exemple bien simple, consıderons les deux &qua- 
tions: 

Comme dans ces &quations on peut, sans nuire a la gencralite, 
supposer les nombres x et y premiers entre eux, il sera facile de voir 
qu’elles rentrent dans le theoreme ll. En effet, sı Ion fat d=1, et 
successivement n—=2, m=4, on aura respectivement 

or 
Il est donc prouve que les deux precedentes sont ımpossibles. 

Considerons encore Tequation 

x° + y’ 
qui est une de celles que Fermat a assure &tre impossibles. Par des 
considerations semblables a celles qui nous ont servi pour etablır le tlıco- 
reme precedent, on peut s’assurer que cette &@quation ne saurait subsi- 
ster, a moins qu’une des indetermindes x, y, z, ne soit divisible par >. 
Soit z lindeterminee dıvisible par 5, car ıl est evident qu’on peut faire 
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en sorte qu’une quelcomque des indetermindes se trouve toute seule dans 
un membre. Dun autre cöte, sı Ion suppose ces indetermindes premie- 
res entre elles, Tune d’elles sera paire et les deux autres seront impaires. 
Si z dtait paire, on pourrait remplacer cette indeterminde par 2.5.2, 
ce qui changerait l’&quation precedente en celle-ci: 

qui est ımpossible, puisqu’elle rentre evidemment dans le theoreme I. 
Il ne resterait donc qu’ä traiter le cas olı Yindeterminee divisible par 5, 
serait impaire; mais la methode exposee dans ce Memoire parait insuf- 
fisante pour ce cas, et je ne vois pas comment on pourrait completer la 
demonstration du cas particulier du theoreme de Fermat, dont il vient 
d’ötre question. 


Addition au Memoire precedent. 


Depuis que le Me&moire precedent a presente a V’Acadcmie, 
M. Legendre a publi& un second supplement a sa Theorie des Nom- 
bres, dans lequel ıl d&montre lımpossibilite de l’equatıon 

cas de lindeterminde divisible en mäme temps par et par 5, est 
traıte dans cet ouvrage comme dans le M&moire pr&cedent, et lauteur 
prouve ensuite Yimpossibisit@ de l’autre cas au moyen d’une analyse nou- 
velle. L’objet de cette addition est d’etablir deux thdoremes nouveaux 
sur les @equations indetermindes du cinquieme degr@ et qui comprennent, 
comme cas particulier, le theoreme de Fermat pour les cingquiemes 
puissances. J’y parvıens en partant des resultats obtenus dans ce qui 
precede et en faisant usage d’une analyse qui differe a plusieurs &egards 
de celle de M. Legendre et entierement analogue a la methode qui 
est exposce dans le Memeire precedent. On a vu que le succes de Yana- 
Ivse que nous y avons employce, est fond@ sur ce que, pour egaler a une 
einguieme puissance impaire le binome P?— 50°, dans lequel doit @tre 
divisible par 5, ıl suffit de poser 

parceque cette circonstance donne la reproduction continuelle de 
lexpression que nous avons appeldce facteur trinome, En traitant les 
nonvelles equations qui font lobjet de cette addıtion on est egalement 
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conduit au binome P?—50°, Q &tant toujours divisible par 5; mais ıl y 
a cette difference que les nombres P et (), quı pr&ecedemment etaient Yun 
pair, Yautre impair, sont icı ımpairs tous les deux et que le binome 
P_—50°%, qui dans l’autre cas devait &tre une cinguieme puissance im- 
paire, doit ätre egale ıcı au quadruple d’une pareille puissance. Or, la 
formule qui satisfait de la maniere la plus generale ä cette derniere con- 
dition, est susceptible d’etre rendue parfaitement semblable a celle qui 
sert a remplir la premiere; car j’ai remaraud gq’on peut la presenter de 
cette maniere 
5)° 
) 

expression qui ne se distingue du re&sultat qu’on vıent de rappeler qu'en 
ce que les indetermindes ® et %, au lieu d’Ötre l’une paire, l’autre im- 
paire, doivent &tre impaires toutes les deux. Des quon a fait cette 
remarque et qu’en traitant les nouvelles equations qui vont nous occuper, 
on est arrıve au binome qu'il s’agit d’egaler au quadruple d’une cinguieme 
puissance, on voit d’un seul coup d’oeil qu’on doit r&ussir A prouver l’im- 
possibilit@e de ces &quations, en faisant usage d’un procede tout a fait 
analogue a la marche que nous avons suivie dans la d@emonstration du 
theor&eme V. — Nous allons maintenant entrer en matiere, en commen- 


cant par ctablir la proposition que nous avons dejü Enonece. 


Les nombres P et Q, dont le premier est suppos& n’etre pas dıvi- 
sible par 5, etant impairs tous les deux, et n’ayant pas de dıviseur com- 
mun, le nombre P?—50? sera de la forme S%-+-4, et l’on pourra faire 

P—50 = 4L, 
L etant un nombre impair et non-divisible par 5. Sı nous multiplions 
membre par membre l’Cquation precedente et celle-ci: 
nous aurons 
SP+50—5(P+30 = 16L. 
Comme les nombres P et Q sont impairs tous les deux, il est &vi- 


dent qu’en determinant convenablement le signe, les expressions 
3P+50 P+30 
4 
seront entieres l’une et l’autre; faisant en consequence 
3P+3 +(P+30) 
Crelle’s Journal. III. Bd. 4. Hit. 48 
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le signe en dehors de la parenthese etant choisi de maniere a donner 
une valeur positive pour (9, V’&quation obtenue plus haut se changera en 
celle-cı: P°—50”—= L, et lon s’assurera facilement que lon a 
P+OVY5 = 

les signes &tant convenablement choisis, et que les nombres P‘ et Q sont 
premiers entre eux, et de plus Iun pair, Yautre impair. 

Supposons maintenant que le nombre Z doive tre une cinquieme 
puissance. On satisfera A cette condition de la maniere la plus generale 


en posant 
| = (M+Ny5)(9 t4y5)r. 


En substituant cette valeur dans la dernitre @quation, on aura celle-ci: 

P+0yY5 = 
dans laquelle les signes sont independans, comme dans les deux equations 
precedentes. On peut faire py=5htr, k Etant entier et positif, et r 
ayant une de ces trois valeurs, 0, 1, 2; la quantite (9#+ 4y 5)’ se de- 
composera ainsi en ces deux facteurs (IJ+4y5)* et (I +4y5)”” dont 
le premier peut ötre omis parcequ'il rentre dans (M+ nous 
observons de plus qu’en vertu de l’equation 

9 = 

on peut changer dans (I +4y5)*” simultandment les signes de r et du 
radical, nous pouvons supposer le signe de r positif, et l’&quation donnce 
plus haut deviendra 

L devant tonjours ötre la cinquieme puissance d’un nombre impair et 
non-divisible par 5, döterminons les conditions necessaires pour que () 
soit divisible par 5. Comme le coeficient de Y>5 dans le developpement 
de (M#INyY5)' est divisible par 5, et que la partie rationnelle de ce de- 
veloppement ne lest pas, M n’etant pas divisible par 5, on conclut, comme 
dans la d&monstration du theoreme IV., que pour que Q puisse £tre dı- 
visible par 5, il fant que le co@ficient de Y5, dans la valeur deve- 
loppee de (I+4y5)(3+yD5) le soit. 

Or, en substituant pour r successivement les trois valeurs 0, 2 
on trouve que cela n’a lieu que dans le cas de r=?%, les signes des ra- 
dicaux dans les deux facteurs (I+4y5)" et (3+y’5) etant en meme 
temps opposes. Sı lon fait attention que Ton a 


4 
= y+t4y) et 


34. Dirichlet, sur limpossibilit€ de quelques dquat. indeterm. du öme degre. 371 


lon trouvera que le produit precedent sera, dans le cas dont il sagit, 


equivalent 5) 


valeur dont la substitution dans l’equation obtenue plus haut, la change 
en celle-ci: 


Proys = 
Les nombres M et N etant lun pair, lautre impair, les nombres 
® et determineds par l’equation 
= 


seront impairs Jun et l’autre, et l’on aura 


| 


Pour que P et () soient premiers entre eux, ıl faut que ® et % n’aient 
pas de diviseur commun, et que le premier de ces nombres ne soit pas 
dıivisible par 5, et reciproquement, si les nombres ® et %, dont le pre- 
mier est suppose ne pas &tre divisible par 5, n’ont pas de diviseur com- 
mun, et sont impairs l’un et l’autre, les nombres P et () seront entiers et 
premiers entre eux. En effet, le quart de la quantite We 
pouvant se mettre sous la forme 
2 2\2 

(? ) — 
et cette derniere expression &tant evidemment le quadruple d’un nombre 
impair, on voit que la valeur de () est entiere et impaire; la möme 
chose se prouvera pour la valeur de P, et l’on s’assurera facilement que 
les nombres P et Q, qui sont impairs tous les deux, n’ont pas de diviseur 
commun. Nous avons donc ainsi ce theoreme: 


Theoreme VII. 

„Les nombres P et Q devant ätre premiers entre eux, et impairs 
lun et lautre, et le dernier devant £tre divisible par 5, je dis que pour 
egaler le binome P?— 50° au quadruple d’une cinquieme puissance 
avec toute la gencralite convenable, il sufira de poser 


P+ = 


et par consequent 


48* 
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les nombres indetermines ® et etant premiers entre eux, impairs 
et lautre, et le premier de plus non-divisible par 5 *).” 

Voicı maintenant le premier des theoremes nouveaux que nous 
avons annonc&es au commencement de cette addition. 


Theoreme 

„Isa lettre 2 designant un nombre positif autre que O et 2, et le 
nombre 4 n’ctant dıvisible nı par 2 ni par), ni par aucun nombre pre- 
mier de la forme 10% -+-1, il sera impossible de trouver deux nombres 
x et y premiers entre eux, et tels que 

Les nombres x et y peuvent &tre impairs tous les deux, ou l’un 
pair et lautr&e impair. Dans le premier cas, z sera divisible par 2, et 
fon pourra meltre 2z a la place de z, ce qui changera l’Coruation (Y) en 
celle- cı: 

quı est ımpossible puisqwelle rentre evidemment dans le theoreme V. 
Reste donc ä prouver lımpossibilit@ du second cas oü l’on suppose les 
nombres x, y, l’un pair, lautre impair. Si nous faisons 
sty=», 
nous aurons 
2 
et les nombres » et 9 seront premiers entre eux, et de plus impairs l’un 
et Yautre. En substituant les valeurs precedentes de 2x et +2y dans 
l’equation (Y), apres en avoir multipli& les deux membres par 2’, on aura 
pp +10pP = "Az. 
Comme » doit &evidemment £tre divisible par 5, nous ferons p=9r, ce 
qui donnera 
Le nombre z est par hypothese egal & lunite ou plus grand que 2. Sı 
n est egal a Tunite, il faudra, dans l’equation precedente, supposer 2 di- 
visible par 5. On pourra donc, dans ce cas, mettre 52 & la place de z, 
ou, ce qui est la möme chose, donner & 5 lexposant 6, d’ou l’on voit 
que l'on peut supposer dans tous les cas que 2 >> 2. 
Sı lon met l’&quation precedente sous cette forme 

*) Ce theoreme, comme le theoreme IV., a ses analogues pour beaucoup daulres nombres 

premiers, 
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et qu’on fasse attention que 2>2, et que 9 est premier äap=5r, on 
voit que r doit tre suppose divisible par >. 

Choisissons maintenant un nombre positif v tel que n+-v—2 soit 
divisible par 5 et un nombre B qui n’ait d’autre diviseur premier que le 
nombre # et tel que le produit #P soit une cinquicme puissance. Mul- 
tipliant la derniere equation par 5’ P, nous aurons 

Tous les diviseurs du facteur trinome dans lequel y et r sont pre- 
miers entre eux, ctant de la forme 104-1, ıl est evident qu'il n’a au- 
cun diviseur commun avec 5; il n’est pas moins @vident qu’il est aussi 
premier a et par consöquent a 5” Br. 

Comme le facteur 5”Pr et le facteur trinome sont premiers entre 
eux, et que le premier de ces facteurs est impair, ıl faut en vertu de 
la derniere @quation, dont le second nombre est le produit de 2’ et de 
la cinquieme puissance d’un nombre impair, que 5”BZr soit une cinguieme 
puissance, et le facteur trinome une cinquieme puissance multiplide par 2”. 

Le quart du facteur trinome devant £tre le quadruple d’une cin- 
quieme puissance, et ce quart pouvant se mettre sous la forme 

ou les nombres sont evidemment premiers entre eux, Im- 
pairs lun et lautre, et le dernier de plus divisible par 5, il suflira en 
vertu du theoreme etabli au commencement de cette addition, pour &ga- 
ler le quart du facteur trinome au quadrupie d’une cinquiöme puissance, 


de poser ces deux &quations 
g’+5?r? 2,5321? s?--5? 
5) 


+ 


10 202 5s4 


les nombres indetermines Z et s devant ätre supposes premiers entre eux, 
impairs l’un et l’autre, et le premier de plus non-divisible par 5. Comme 
t n'est pas divisible par 5, et que r lest comme nous l’avons vu cı-des- 
sus, il faut, en vertu de la derniere des equations precedentes, que s soit 
divisible par >. 

Nous avons vu plus haut que 5’Br devait ätre une cinquieme 
puissance. Le nombre 5” B?r’, carr& du precedent, devra donc &tre une 


puissance du me&me degre, et m&me du dixieme degre. 


2 
\ 
4 
A 
PP 
7, 
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Or, en multipliant par 2*.5°”"B? les deux membres de la derniere 

equation, on aura celle-cı: 

Sı donc nous faisons pour abreger 2y =, B’=(), tout se reduit 
a faire voır qu’il est impossible de trouver deux nombres £ et s premiers 
entre eux, impairs l’un et lautre, et dont le dernier s soit de plus divi- 
sible par 5, tels que le produit 

+55) () 
soit une cinquieme puissance mnltipliece pas 2°. 

ll est facile de voir que l’expression (d) ne saurait &tre le produit 
de 2* et d’une cinquicme puissance, a moins que 5’C's ne soit une cin- 
quieme puissance, et le facteur trinome une cinquieme puissance multi- 
plice par 

Le quart du facteur trinome devant &tre le quadruple d’une cin- 
quieme puissance, et ce quart pouvant se mettre sous la forme 


ou les nombres , 5”, sont evidemment premiers entre eux, impaırs 


2 
l’un et lautre, et le dernier de plus divisible par 5, ıl suflira, pour &ga- 
ler le facteur trınome dıvis@ par #4 au quadruple d’une cinquieme puis- 


sance, de poser ces @quations 
_ „(we 5272012459 


v3 41072 512 455% 


les nombres ?’ et s’ etant supposes premiers entre eux, impairs lun et 
lautre, et le premier ?’ de plus non-divisible par 5. Comme s est di- 
visible par 5, et que Z’ ne l’est plus, ıl faut, d’apres la derniere &qua- 
tion, que ’ soit aussi dıvisible par 5. On conclut encore de la derniere 
equation, que ?55”’<[s? et par suite que s/est beaucoup plus petit que s- 

Le nombre 5"Cs devant &tre une cinquieme puissance, 50? 
carr& du nombre precedent, devra @tre une puissance du m&me degre, 
et möme du dixieme degre. Or, en multipliant par 2?5°”C® les deux 
membres de la derniere &equation, on aura celle-cı: 

ou ce qui est la m&me chose, en faisant 2A+ı=4, ®”=(", dans le 
second membre, 


N 
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Zeh 02 92 +55), (0°) 
equation dont les deux membres devront &tre des cinquiemes puissances 
multipliees par 

Le produit (d‘) &tant parfaitement semblable au produit (d), et le 
nombre s’ etant beaucoup plus petit que le nombre s, on conclura, comme 
dans la demonstration du theoreme V. du me&moire prccedent, que le 
produit (0) ne saurait &tre A une cinguieme puissance, multiplide par 


2°, et que par cons&quent l’equation (Y) ne saurait avoir lıeu. 


Lie theoreme de Fermat, pour le cas des cinquiemes puissances, 
est compris comme cas particulier dans le theoreme que nous venons 
d’etablir. En effet, l’equation +y°’=z° ne pouvant avoir lieu, a moıins 
qu’une des indetermindes, z par exemple, ne soit divisible par 5, nous 
pouvons mettre 5z ä la place de z; ce qui donnera +ty’=5'z', equa- 
tion ımpossible, puisqu’elle rentre dans le dernier theoreme. 

Un raisonnement tout-A-fait semblable a celui au moyen duquel 
nous avons £tablı le theoreme VI., en partant du theoreme V., peut ser- 
vır a deduire du theoreme que nous venons de d&montrer un nouveau 


theoreme qui peut s’enoncer comme il suit: 


Theoreme IX. 

„Lie nombre 4 &tant soumis aux mümes restrictions que dans 
nonce du theor&me VIÄL, et ce nombre donnant un des huit restes suivans, 
3, 4 9, 12, 13, 16, 21, 22, lorsquiil est divise par 25, il sera impossi- 
ble de trouver deux nombres x et y premiers entre eux, et tels que l’on 
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3 
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30. 


Ueber die Anwendung der elliptischen Transcendenten 


auf ein bekanntes Problem der Elementargeometrie: 

„Die Relation zwischen der Distanz der Mittelpuncte und 
den Radıien zweier Kreise zu finden, von denen der eine 
einem unregelmäfsigen Polygon eingeschrieben, der an- 
dere demselben umgeschrieben ist.” 


(Von Herrn Prof. Dr. C. G. J. Jacobi zu Königsberg in Preufsen.) 


1. 


dei einem jeden Dreieck findet bekanntlich eine Gleichung zwischen 
den Radıen des eingeschriebnen und umgeschriebnen Kreises und der 
Distanz ıhrer Mittelpuncte Statt, welche Euler zuerst aufgestellt hat. 
Weniger bekannt scheint die ähnliche Relation bei einem Viereck zu 
sein, das zu gleicher Zeit einem Kreise eingeschrieben und einem an- 
deren umgeschrieben werden kann; doch kann sie hier noch leicht auf 
mannichfachen Wegen gefunden werden; wie denn die Theorie dieser 
Vierecke häufiger untersucht worden ist. Schwieriger ıst das Problem 
beim Fünfeck und bei den höheren Polygonen, so dafs Herr Steiner, 
der es gewohnt ist, die bekannten Gränzen hinter sich zu lassen, diese 
Theorie wesentlich erweitert zu haben schien, indem er ım ?ten Bande 
dieses Journals S. 259., nachdem er zuvor $. 96. desselben Bandes das 
Problem wieder ın Anregung gebracht hatte, noch für das Fünfeck, 
Sechseck und Achteck die entsprechenden Gleichungen aufstellte. Lei- 
der aber hat dieser grofse Geometer nicht die Analysis dieser interes- 
santen Resultate mitgetheilt. 

Ehe wir nun aber selbst unsre Weise dieses Problem zu behan- 
deln den Geometern vorlegen, sehen wir uns genöthigt, ım Namen des 
vor Kurzem verstorbenen Russischen Staatsraths Nicolaus Fufs, die von 
Herrn Sieiner gegebenen Resultate ın Anspruch zu nehmen; welcher, 
oline es zu wollen und ohne es zu wissen, dieselben und noch überdies 
die Gleichung für das Siebeneck, bei weitem die schwierigste, gefunden 
hat. Dieser ausgezeichnete Analyst war nämlich in dem leider nicht 
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häufigen Irrthum, das Problem, das er sich stellte, nur in einem parti- 
culären Falle aufgelöset zu haben, während er in der That die allgemeine 
Lösung gab. 

Man liest nemlich in dem 1öten Bande der Petersburger /Vova 
Acta eine Abhandlung von diesem Verfasser vom Jahre 1798, welche 
den Titel führt: 

De Polygonis symmetrice irregularibus circulo simul inseriptis et 

circumseriptis. 
S. 166 — 189. Schon im 10ten Bande der Nova Acta für das Jahr 1792 
haite Derselbe verschiedene und zum Theil neue Probleme über die Vier- 
ecke gelöset, welche zugleich einem Kreise eingeschrieben und umgeschrie- 
ben sind, und auch die Relation gegeben, welche zwischen den Radien 
beider Kreise und der Distanz ihrer Mittelpuncte Statt hat. Er habe 
seitdem, erzählt er, diese Untersuchungen auf Polygone von mehr als 
4 Seiten auszudehnen gesucht; es sei ihm aber nicht geiungen. Denn 
mit der wachsenden Seitenzahl würden die Fundamentalformeln ‚so ver- 
wickelt, dafs man an ihre Entwirrung Oel und Mühe verschwende Er 
habe daher das mit den gröfsten Schwierigkeiten behaftete allgemeine 
Problem verlassen, und wolle sich hier auf solche Polygone beschränken, 
welche man symmetrisch unregelmälsige (symmetrice irregu- 
laria) nennen könne, die nemlich einen Durchmesser haben, der durch 
beide Centra geht, und das Polygon in zwei gleiche und ähnliche 
Theile theiılt. 

Es thut aber diese Beschränkung bei dem Problem, das sich F ufs 
in seiner Abhandlung stellt, nemlich jene Gleichung zwischen den Ra- 
dien und der Distanz der Centra zu finden, keinesweges der Allgemein- 
heit Eintrag. Denn zuerst ist klar, dafs, wenn eine Ecke des Polygons 
in jenem durch beide Centra gehenden Durchmesser sich befindet, das 
Polygon auch zu beiden Seiten des Durchmessers symmetrisch liegen 
wird. Es kann aber immer eine Ecke des Polygons ın dem Umfange 
des Kreises, in welchen es eingeschrieben sein soll, beliebig angenom- 
men werden. Denn Herr J. V. Poncelet hat in seinem berühmten 
Werke, Traite des Proprietes projectives des Figures S. 361. den schö- 
nen Satz bewiesen, dafs 

„wenn irgend ein Polygon zugleich einem Kegelschnitt eingeschrie- 
ben und einem andern umgeschrieben ist, es eine unendliche Menge 
Crelle's Journal. III. Bd. 4. TIft. 49 
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ähnlicher giebt, welche diese Eigenschaft in Bezug auf die beiden 
Curven haben; oder wenn man nach dieser Bedingung von einem 
beliebigen Anfangspunct aus irgend ein anderes Polygon construiren 
will, es sich immer von selbst schliefsen wird; und umgekehrt, 
wenn man, von irgend einem Puncte aus, einem Kegelschnitt ein Po- 
lygon einschreiben will, dessen Seiten einen andern berühren, und 
es sich nicht von selbst schliefst, kein anderes diese Eigenschaft 
haben wird.” 

Für unsern Fall sind die Kegelschnitte nur Kreise. Aber auf die- 
sen Fall läfst sich der allgemeinere leicht reduciren, indem man, wie 
Herr Poncelet an einem andern Orte gezeigt hat, zwei Kegelschnitte, 
wofern sie nur nicht 4 Puncie gemein haben, immer so perspectivisch 
projiciren kann, dafs man in der Projection zwei Kreise erhält. 

Da also die Annahme, die Fufs gemacht, dafs eine Ecke in dem 
Durchmesser liege, welcher durch beide Centra geht, der Allgemein- 
heit nicht schadet, so ist es auch nicht zu verwundern, wenn die For- 
meln, die er in seinem beschränkten Falle findet, wirklich allgemein sind, 
und mit den von Herrn Steiner gegebnen übereinkommen. Dieses letzte 
wollen wir kürzlich im Folgenden zeigen, da es nicht sogleich in die 
Augen fällt. 


2. 

Nennt man den Radius des umgeschriebnen Kreises R, des einge- 
schriebnen r, und die Distanz der beiden Mittelpuncte @, so giebt Herr 
Steiner für das Fünfeck zwischen ZA, r, a, die Gleichung: 

r(R—a) (R+e) (R+a)y [(R—r—a)2R]. 
Setzt man mit Fuls Ate=p, R—c=g, so verwandelt sich diese 
Gleichung in 

Fufs findet S.174 die Gleichung: 
em 
Er bemerkt, dafs dieser Gleichung die Werthe r=—.p und zn 
Genüge thun, und dafs sich daher die Gleichung, nachdem man das 
Wurzelzeichen weggeschaflt, durch und pg—r(p-++9) werde divi- 


diren lassen. Nach diesen Reductionen giebt er die Gleichung: 
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Wenn man Herrn Steiners Gleichung: 


quadrirt, so erhält man: 
= 
Wird diese Gleichung wieder quadrirt, so erhält man: 
0. 
Nun ist: 
= 
= N) 
wonach sich die Gleichung so darstellen läfst: 
Es ıst aber 
= —pr— gr) 
Man kann daher, wie bei Fufs, durch 9 --pr—gr dividiren, und er- 
hält dann: 

Entwickelt man nach den Potenzen von 7, so erhält man genau die von 
Fufs gegebene Gleichung. Nach den Potenzen von p» geordnet wird sie: 

P@+r’g—r) 0. 
Fufs giebt ferner noch die Bedeutung seiner überflüssigen Factoren pt r 
und 7g—r(p--9); und für diesen Fall, wıe für die übrigen, numeri- 
sche Beispiele. 
I. 
Für das Sechseck findet Herr Steiner: 
welche Gleichung sich, wenn man wieder Ü->e@=p, R—a=9 setzt, 
ın folgende verwandelt: 
welche mit der von Fufs gegebenen (S. 180.) übereinkommt: 
Für das Siebeneck findet Fufs die Gleichung: 
= + [pp —rtp— N. 
Für das Achieck giebt Fufs die Gleichung: 
49? 
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Quadrirt man diese Gleichung, so resultirt: 

gg —rn)] | 

Die Gleichung, rational gemacht, wird also: 
Aber diese Gleichung scheint nicht mit der sehr verwickelten, welche 
Herr Steiner giebt, in Uebereinstimmung gebracht werden zu können. 
Fufs bemerkt noch, dafs wenn man einen Winkel x aus dem 
Winkel v durch die Gleichung cosy—=—-coty bestimmt, man setzen könne: 


sin + sin tang 


woraus auch 


p=Rtı= 
Sin Sin -— 


3 
v 

Rsin ) 

sin 5- sin 
folgt, welche Formeln durch ihre Eleganz sich empfehlen. 

i Ich habe diese Formeln anführen wollen, weil es vielleicht Einigen 
interssant scheinen dürfte, sie mit den Resultaten zu vergleichen, welche 
sich aus der Theorie der elliptischen Transcendenten ergeben. 

+ 
Wir wollen jetzt die Fundamentalformeln aufstellen, auf welchen 
die hier anzustellenden Betrachtungen beruhen. Es seien demnach zwei 
Kreise gegeben, von denen der eine, mit dem Halbmesser R und Mittel- 
punct €, den andern mit dem Halbmesser r und Mittelpunct e umschlie- 
[sen möge. Die Distanz der Mittelpuncte Cc heilse e. Aus irgend ei- 


nem Puncte 4 des Kreises € ziehe man eine Tangente an den Kreis e, 


g=R—ı = 


sin — sin — tang — 
‘) ) 
R, 
sin (>) + sin (e+>) sin sin 
— 
Rsin 
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welche den ersten wieder in 4’ schneidet; auf gleiche Weise ziehe man 
an den Kreis ce die Tangenten 474", u.s.w., wo.A, 
A4', 4, 4” u. s. w. in dem gröfsern Kreise € liegen, und 2444"... 
ein Stück eines Polygons oder ein ungeschlossenes Polygon ıst, das dem 
Kreise C eingeschrieben, dem Kreise c umgeschrieben ist. Man ziehe 
den Durchmesser cC, welcher den Kreis € in P schneiden möge, so dals 
CP=R, cP=R--.a. Jetzt nenne man die Winkel. {CP ACP=20', 
A'CP=20"', A''CP=2%', u. s. w., so ist leicht zu sehen, dafs zwi- 
schen je zwei Winkeln, die aufeinander folgen, die Gleichungen Statt 
finden: 
Rcs(!—p)+ = nr, 
Rcos(d"’— 9) + 
welche Gleichungen man auch so darstellen kann: 
cos® +(R—a) sn® =[r, 
(R-+ cos®” cos®’ + (R—.a) sin sin?’ = 
(R-+ a) (R— a) 
Zieht man jede dieser Gleichungen von der folgenden ab, und bemerkt, 
dafs immer 


cosy __ 
sin y— sin.& tang (7 )» 
so folgt sogleich: 


R 
= 


tang ( 

In dieser Form der Gleichungen springt es sogleich in die Augen, dafs 

sie mit denjenigen übereinkommen, welche zur Vervielfachung der ellip- 
tischen Transcendenten aufgestellt werden. 

Setzt man nemlich das elliptische Integral, in dem x ırgend eine 


Constante bedeutet, 


und setzt nach einer von mir angegebenen Bezeichnung dıe amplıtudo 9 
= am(u); 


1 
A 
ER 
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ferner eben so 
= amf!), 


wo & irgend einen Winkel bedeuten möge, 

= am(u+t), 

0’ = 
so wird in den Elementen der Theorie der elliptischen Functionen die 
Gleichung gegeben: 

tang = Aamft) tang$‘, 
wo 
DSam(t) = = 

Bestimmt man also ın unserm Falle die Gröfsen « und # oder & durch 
die beiden Gleichungen: 


—= Aamft) = 9 = am(u-+7), 
so wırd man haben: 
= amfu), 
= am(w+ 
= am(u-+2ti), 
= am(u-+3t), 
0’ = 


wo 20, 20, 29, 29“ durch die $. 4. angegebene Construction gefun- 
den werden. 
> 

Wir wollen jetzt die Gröfsen # und x bestimmen; welches ver- 
mittelst der Gleichungen am(u), —=am(t), = am (u-+t), 
Aam(t) = geschieht. Die Blemente der Theorie 
der elliptischen Functionen geben uns die Gleichung: 

cos® cos®’ + sın? = cosa. 


Nach unseren obigen Formeln ıst: 
cos® cos® sın® sın = 
Dieses giebt uns zur Bestimmung von @ und x die beiden Gleichungen: 
und cosa = ——, 


woraus folgt: 

R—-a)?—rr 
—rr 


un 


35. Jacobi, Anwendung d. ellipt. Transcendenten auf e. Problem. d. Elementargeom. 383 


Ferner hat man 


or r1+A) IRcosa 

rÄ r1—A) R(iL—A) 


wo der Kürze halber für Aam/?) blofs A geschrieben ist. 

Diese Formeln geben ein leichtes Mittel, wenn man am{u)=%, 
und am(?) =« kennt, daraus am (u-4- mt) zu finden, was die Aufgabe der 
Multiplication der elliptischen Functionen ist, und zwar durch eine Con- 
struction der Elementargeometrie. Man beschreibe nemlich aus einem 
Puncte ce mit einem beliebigen Radius r einen Kreis, und aus dem Miittel- 
puncte C, der um @a==(c von c entfernt ist, einen zweiten Kreis mit 
dem Radius Ä, wo @ und Zt durch die Gleichungen 

A) r 
bestimmt werden. Bestimmt man nun den Punct / in der Peripherie 
des Kreises C, indem man Z0P= 20 macht {s. $. 4.), und bestimmt die 
Puncte 4, A, 4%, ..., 4” durch die $.4. angegebene Construction, 
so wird am(u+mt). 


Wıll man blofs am (nf) bestimmen, so fällt der Punct ./ mit dem 
Punct ?P zusammen. Uebrigens bemerke ich, dafs die Winkel 29, 29‘, 
29°, 2@, ... ımmerfort wachsend angenommen werden, so dals sıe 
auch 360° überschreiten können. 

Diese Construction scheint vor der Construction, die Lagrange 
mittelst des sphärischen Dreiecks gegeben hat, nıcht ohne Vorzüge zu sein. 
Ö. 

Es ist ein bemerkenswerther Umstand, dafs die Gröfsen z, & gänz- 


lich von ® oder z unabhängig sind. Wo man daher den Punct 4 in 
. - . . ACP 
der Peripherie des Kreises C annimmt, wird immer, wenn man —— —® 


= am(u) =amw+i) macht, die Linie einen 
Kreis berühren, dessen Lage und Gröfse durch die Glei- 


1— 2 Roco: 
chungen bestimmt werden. Man denkt 


sich dann nemlich CP als eine feste Linie, von welcher an der Winkel 
2® gezählt wird, und in welcher der Mittelpunct des Kreises c zu liegen 
kommt. Eben so wird immer, wo man auch 4 angenommen hat, die 
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Linie #.f” einen Kreis berühren, dessen Lage und Gröfse durch die 


Gleichungen = r= bestimmt werden, wenn 


man = am(2t), A” = y{1—xzxsın’a”) setzt. Und allgemein wird 
immer, wo man auch den Anfangspunct 4 angenommen hat, die Linie 


AA”), welche das Polygon zuschliefst, einen Kreis berühren, dessen Ele- 


IF Am) gegeben 


sind, wo = am (mt), A”= Die Mittelpuncte aller 
dieser Kreise liegen in der festen Linie AP. 

Wir wollen jetzt beweisen, dafs diese Kreise ein System bilden, 
welche dieselbe Linie zum Orte der gleichen Tangenten haben, welche 
zweckmäfsige Benennung Herr Steiner in seinen geometrischen Arbei- 
ten in diesem Journal eingeführt hat. Es ist dieses bei zwei Kreisen 


mente durch die Gleichungen a=R( 


eine gerade Junie, welche auf der Verbindungslinie der Mitte!puncte 
senkrecht steht, und eben, was ihr Name andeutet, die Eigenschaft 
hat, dafs wenn man von ırgend einem ihrer Puncte die Tangenten an 
die beiden Kreise legt, diese Tangenten gleich werden. Da wir schon 
wissen, dafs jene Kreise ihre Mittelpuncte in derselben geraden Linie ha- 
ben, so brauchen wir blofs zu zeigen, dafs für irgend einen Punct die 
von ilım aus an alle Kreise gelegten Tangenten gleich sind, indem die- 
selbe Eigenschaft dann alle Puncte der durch ihn gehenden und auf 4P 
senkrecht stehenden Linie haben werden. 

Zu diesem Ende wollen wir den Punct ın der Linie 4P selbst 
aufsuchen, welcher diese Eigenschaft in Bezug auf die beiden Kreise C, c 
hat. Wir wollen D die Distanz dieses Punctes von € nennen, so wird 
seine Distanz von c, D—a. Die Tangente an den ersten Kreis wird 
v(DD— RR), an den zweiten Kreis YI(D—a)’—rr]. Beides gleich ge- 


setzi gıebt 
DD—RR= 


oder 
2a 2a 
OÖhen aber fanden wir 
dan 
(A-+a)’—rr’ 


woraus 


—rr _2R 
2a 
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und also: 


Wir sehen dafs # in dem Ausdruck für D gar nicht vorkommt, 
sondern dafs es blofs von # abhängt. Für alle jene Kreise aber ıst dieses x 
dasselbe, und nur ım & unterscheiden sie sich. Hätten wır daher für 
C und irgend einen anderen Kreis den Ort ıhrer gleichen Tangenten ge- 
sucht, so hätten wir denselben Ausdruck für D gefunden, so dafs also 
alle jene Kreise einen gemeinschaftlichen Ort der gleichen Tangen- 
ten haben. 


Die analytısche Bestimmung der Elemente des Kreises, den die 
Linie #4”) beständig berührt, während der Punct #£ sich in der Pe- 
ripherie des Kreises Ü bewegt, wäre selbst für kleinere 2 ein Problem 
von kaum zu übersteigender Schwierigkeit gewesen, welches auf diese 
Weise auf die Elemente einer bekannten Theorie zurückgeführt und da- 
durch ın aller Allgemeinheit gelöst ist. 


Der specielle Satz, dafs /4 beständig einen Kreis während seiner 
Bewegung berührt, !äfst sich auch folgendermafsen aussprechen: 
„Wenn man einen Winkel in einen Kreis einschreibt, der einem 
andern zu gleicher Zeit umgeschrieben ist, und man denselben sich 
unter diesen Bedingungen bewegen läfst, d. h. so, dafs seine Spitze 
die Peripherie des Kreises durcnläuft, während seine Schenkel den 
anderen Kreis berühren, so wird die Sehne, die er in dem ersten 
Kreise, in den er eingeschrieben ist, abschneidet, während der Be- 
wegung beständig eiren dritten Kreis berühren, welcher mit dem 
gegebnen denselben Ort der gleichen Tangenten hat.” 
Diesen Satz giebt Herr Poncelet $. 326. seines angeführten Werks. 
Durch die oben angedeutete Weise perspectivischer Projection lassen sich 
diese Sätze auf das System zweier Ellipsen ausdehnen. 


Aber Herr Poncelet giebt diesen Sätzen noch eine weit gröfsere 
Ausdehnung. Wir haben angenommen, dafs die Seiten des Polygons einen 
und denselbenKreis, oder ın der Projection, denselben Kegelschnitt berühren. 
Poncelet bestimmt nur, dafs sie überhaupt in einer bestimmten Folge 
gegebene Kegelschnitte berühren, so dafs auch, wenn man will, ein Kegel- 
schnitt mehrere Seiten berühren kann, wo dann gedacht werden kann, 

Crelle's Journal. 111. Bd. 4. Hfi. 50 
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dafs in diesen Kegelschnitt mehrere zusammen fallen. Er unterwirft 
diese Kegelschnitte blofs der Bedingung, dafs sie alle mit dem Kegel- 
schnitt, in welchen das Polygon eingeschrieben ist, die reellen oder idea- 
len Secanten *) gemeinschaftlich haben. Es giebt demnach folgenden 
Satz $. 327: 
„Wenn man einem Kegelschnitt ein Polygon einschreibt, dessen Sei- 
ten, mit Ausnahme einer, andere Kegelschnitte berühren, die mit 
einander und mit jenem gemeinschaftliche Secanten haben, und man 
das Polyson unter diesen Bedingungen varıiren läfst, so werden die 


Seite und alle Diagonalen sich auf anderen Kegelschnitten wäl- 


freie 
zen, die mit den gexebenen gemeinschaftliche Secanten haben.” 

Aber auch diese Verallgemeinerung ergiebt sich leicht aus unse- 

ren Betrachtungen für Kreise, worauf man sogleich sie durch Projection 

auf Kegelschnilte erweitern kann. Ja wir erhalten sogleich unmittel- 

bar wieder den analytischen Ausdruck für die Elemente des gesuchten 

Kreises ın aller Allgemeinheit. Es seien die Kreise, wie sie aufeinander 


folgen, ec, e', wie oben nach ihren Mittelpuncten be- 
nannt, ıhre Radıen resp. r, ., die ihrer 
a", Man bestimme ferner die Winkel a, &,, 
durch die Gleichungen: 
054, — 05. Cos &.. _, = 


und setze 

Jetzt ziehe man aus einem beliebigen Puncte 4 des Kreises € die Tan- 
gente Af’ an den Kreise, die Tangente 4’.4 an den Kreis ec‘, dıe Tan- 


*) Herr Poncelet bestimmt eine gemeinschaft!iche Secante zweier Kegelschnitte aus folgen- 
den Eigenschaften, welche zugleich zu ihrer allgemeinsten Definition dienen. Man bestimme in 
ihnen die Durchmesser 42, 4'D’, welche zu ihrer Richtung conjngirt sind; so müssen sich 1) beide 
Durchmesser, wenn es nölhig ist,, verlängert in demselben Punct O schneiden. Wenn ferner 


AB=a, A'’B'=a', und die = er gegebenen Linie parallelen, diesen conjugirte Durchmesser 


b’b’ 
resp. db, sind, so mufs ?) sein — >03. OB= O4'. OB’. Diese Bestimmungen, welche 
ad 


augenscheinlich erfüllt sind, wenn die Linie beide Kegelschnitte wirklich schneidet, behalten ihren 
Sinn auch wenn sie aufserhalb beider fällt, im welchem Falle sie Poncelet die ideale Secante 
oennt. Für zwei Kreise, die sich nicht schneiden, ıst die ideale gemeinschaftliche Secante der Urt 
der gleichen Tangenten bei Herrn Steiner. 
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gente AA an den Kreis c’ 


‚ u. 5. w., die Tangente an den 
Kreis ce", wo 4, 4,4", ..., 4” alle in der Peripherie des Krei- 
ses C liegen, und nenne wieder 

ACP=29, ACP=2P9, A'CP=20", ..., APTCP=20", 
so hat man, wenn = amu: 

= +1”), 
Nach $. 6. also wird, wenn man +..+ 5 setzt, 
die Linie 2” _4, welche das Polygon schliefst, während der Drehung 
einen Kreis berühren, dessen Elemente durch die Gleichungen 
2R cos am) 
1+-Aam5 
R(1— am5) 
1-+-Aamd 

bestimmt sind, wo r,„ sein Radius, «@, die Distanz seines Mittelpunctes 
in der Linie /P von ( bedeutet. Die Bedingung, dals die Kreise einen 
gemeinschaftlichen Ort der gleichen Tangenten haben, kommt mit der 
Identität des Moduls überein. 


"nn = 


Das Vorhergehende giebt eine Construction der Addition mehrerer 
elliptischen Functionen, wie wir oben die Construction der Multiplication 
fanden. Uebrigens erhellt aus unsern Formeln noch der Satz, dafs, ın 
welcher Ordnung auch die Seiten 44, u. sw. die gegebe- 


nen Kreise berühren, der Endpuncet A”) immer derselbe sein wird. 


zT 


Man bestimme jetzt X durch die Gleichung amX = —-, so hat 


man bekanntlich am(u +2 X) = und allgemein, wenn eine 
ganze Zahl ist, Dieses vorausgeschickt, hätten 
wir eigentlich, wenn Z4’4”... 4”) £, i Mal die ganze Peripherie durch- 
mifset, genauer setzen müssen: UK — (ti +t’+ +... +1”). Doch 
ändert dies dıe Formeln für «a, und r, nicht. Reducıren sich alle Kreise 
2.., c„ auf den einen c, so wird für diesen Fall das 
Polygon ein geschlossenes, dem Kreise ce umgeschriebenes und dem Kreise © 
eingeschriebenes Polygon. Für diesen Fall wird 5=t=t=t"!=...=t"), 
wodurch man erhält: 

(m oder t= 


| 
=“ 
= 
= 
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Dieses ist der analytische Ausdruck für die Relation, die zwischen der 
Gröfse und Lage zweier Kreise Statt finden mufs, damit sich dem einen 
ein (7241) Eck einschreiben lasse, das dem andern umgeschrieben ist, 
und 2 Mal die ganze Peripherie durchmifset. Für diejenigen, welche we- 
niger an die hier gebrauchte Bezeichnung gewöhnt sind, wollen wir sie 
folgendermafsen als Theorem hinstellen: 


Theorem. 
„Wenn R und r die Radien zweier Kreise sind, von denen jener 
einem nz Eck umgeschrieben, dieser demselben eingeschrieben ist, die 


Distanz ihrer Mittelpuncte « heifst, und man die Gröfsen x und & durch 


die Gleichungen cos Rn bestimmt, so ist immer: 


‚Vi—zzsinpg) (1—zzsing?)’ 
wo 7 die Zahl der Umläufe des Vielecks durch die ganze Peripherie be- 


deutet. Diese Gleichung giebt zugleich die zwischen r, A, @ statt fin- 
dende Bedingungsgleichung.” 


2iK 


Da die Bedingungsgleichung £= ——- von u gänzlich unabhängig 


ist, so folgt daraus, dafs die Wahl des Anfangspuncts 2 von keinem 
Einflufs ist, wie Poncelet in dem zu Anfang angeführten Satz gezeigt 
hat. Uebrigens kann man immer annehmen, dafs 2 und z keinen Fac- 
tor gemein haben, weil sonst das Vieleck in sıch zurückkehrt. 

So ist die in der Ueberschrift bezeichnete Aufgabe vollständig und 


ın ihrer ganzen Allgemeinheit gelöst. 


9. 

Es seı n—=2m, also das Polygon von einer geraden Seitenanzall; 
dann sind und A”, 4’ und 4" und AWP, ..., und 
4@”=2) gegenüberstehende Ecken; und 44”), AA", A' u. Ss. w. 
die diese verbindenden Diagonalen. Diese werden dem Obigen zufolge 
einen Kreis berühren, dessen Elemente durch die Gleichungen 


R[—Aam(m)] 2 Reosam (m t) 
1+Aam(mt) 1+Aam(mt) 
gegeben sind. Aber da ’= 3, wo Z eine ungerade Zahl ıst, wird 


1—V 
mt=ıK, woraus am(mt)= Es wird daher r=0, 
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Der Kreis reducirt sich daher auf einen Punct, in welchem sich alle 


jene Diagonalen schneiden, und welcher für alle die unendlichen Viel- 
ecke, die sich nach einem verschiedenen Anfangspuncte Z unter den ge- 
gebnen Bedingungen construiren lassen, derselbe bleibt, da seine Bestim- 


mung, die in der Gleichung eh an enthalten ıst, von u 


oder ® gänzlich frei ıst. Dieser Punct ist einer der beiden, welche für 
die Schaar Kreise, welche denselben Ort der gleichen Tangenten haben, 
eine Art Gränze bilden, und durch welche alle jene Kreise, welche diese 
Schaar Kreise rechtwinklig schneiden und ihren Mittelpunct in der Linie 
der gleichen Tangenten haben, gehen müssen. $. die Abhandlung von 
Herrn Steiner ım 1sten Bande dieses Journals S. 161 ff. 

Dieser Satz findet sich bei Herrn Poncelet am angef. O. 5. 364. 
auf das System zweier Kegelchnitte erweitert. 

Es dürfte nicht ohne Interesse für die Theorie der elliptischen 
Functionen sein, ähnliche Betrachtungen unmittelbar für das System 
zweier Regelschnitte anzustellen. DasIntegral dürfte dann in einer com- 
plicirteren Form erscheinen, die sich jedoch auf jene einfachere reduciren 
lassen mujis. Vielleicht nehme ich später Gelegenheit, hierauf wieder 


zurückzukommen. 
Den 1. Aprıl 1528. 
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j hiet, Demonstr. de guelques thforömes relatifs aux nombres. 


30. 
Demonstrations nouvelles de quelques Uıeoremes 
relatils aux nombres. 


(Par Mr. Lejeune-Dirichlet, prof. de maihem. ) 


armı les dillerentes demonstrations que les ont successive- 


ment donndes du theereme de Wilson, celle que M. Gaufs a exposce 
dans ses „Disquisitiones arithmeticae, art. 77.” et qui est fondee sur la 
cons!döration des nombres correspondans (rurmeri socil) est sans contre- 


dit la plus simple. En gcueralisant un peu Ja deänition des nombres 


correspondans et en suivant ensulie une marche analogıe a celle de M. 
Gaufs, on peut d@emontrer sıimultandment le theoreme de Wilson et 
deux autres propositions qm sont d’un grand usage dans la theorie des 
nombres. C'est ce que nous allons faire voir en peu de mots. 

La lettre p dösignant un nombre premier, Euler qui le premier 
siest sorvi de cette considcration, nomme correspondans deux nom- 


bres et Tun et Vautre moindres gue et tels que leur produit 
donne lunite pour reste lorsqu'il est divise par ». 

Guncralisons cette definition et appelons correspondans deux nom- 
bres zu et 2 moiudves que et dont ie produit donne le me&me reste 
quun nombre determine @ que nous supposons netre pas divisible par 
Cela pose, considerons la suite 


Il est facile de voir que, sı 72 designe Yun quelconque des nom- 
bres qui composent cette suite, ce nombre 7 aura son correspondant z 
et nen aura quun. Cela resulte immediatement de ce que la congruence 
my==a (mod. p) dans laquelle nı 2 ni @ n’est divisible par p, a tou- 
jours une racine Y moindre que > ei n’en a qu’une. 

Il peut arriver que soit egal A m. On a alors (mod.p), 
ce qui fait voir que ce cas ne peut avoir lieu qu’autant quil existe un 
quarr& donnant Je m&öme reste que @, ou, en d’autres termes, qu’autant 
que @ est residu quadratique par rapport ä p. Distinguons actuellement 
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deux cas selon que @ est ou nest pas residu quadratique par rappoil a 
p et commengons par le dernier de ces deux cas. 


Soit, dans ce cas, m Yun quelconque des nombres (1.) et 2 son 
correspondant. On anura mn==a (mod. p) et n sera different de Apres 
avoir les nombres n, n de la suite (1.), il restera nombres. 
Designons par m’ Yun quelconque de ces p— 5 nombres restans et par 
n‘ son correspondant; difierent de m’ et l’on aura m’n’ == a (mod. p). 


En continuant de proceder ainsı, ou Epuisera Ja suite et Von formera 


F— groupes composds chacun de 2 nombres correspondans; car cha- 


que nombre n’ayant qu'un correspondant qui est mis de cot« en m&me 
temps que lui, on ne pent jamais, pour former un nonveau groupe, avoir 
besoin d’un des nombres dejä mis de cotc. 


Le .produit de deux nombres composant un groupe donnant le 


—1 
reste que a, et les groupes &tant au nombre de on voit 


le produit des nombres dont l’ensemble des sroupes est forme, c’est-a- 


dire le produit des nombres compris dans la serie (l.) donne le m&me 


reste que le nombre @ dlevd ä la puissance *—. On a done dans le 


cas que nous venons d’examiner 


T ı 


2) 1.2.3... (mod. p). 

Passons au second cas qui a lien lorsque @ est residu quadratigue 
de p. Il existe dans ce cas un quarre 4° (dont la racine # pent £tre 
suppose <p) tel que A?=.« (mod. p). Le grarre du nombre » — A, qui 
est egalement moindre donne aussi le m&me reste que lorsqu'il 
est divise par nombres et &tant olds de la suite (1.), il 
n’y restera aucun nombre x tel que x=’=.« (mod. p). Car sı parmi les 
nombres restans ıl y en avait un satisfaisant cette condition, — 4? 
serait divisible par il faudrait done qu'un des fac- 
teurss +4, le fut pareillement; or ce qui est manifeste- 
ment impossible, x &tant plus petit que p et difiörent de k et py—h. — 
Cela pose, on voit comme dans le cas deja examind, que les »— 3 nom- 
bres quı restent dans la suite (1.) apres en avoir ot Ä# et p—/, se cor- 


respondent deux ä deux, d’oü l’on conclut comme precedemment que le 
p—3 


produit de ces nombres donne le m&me reste que @°. Ill suit de fa que 
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le produit de tous les nombres qui composent la suite (1.) donne le mäme 


k(p—k) et comme, d’apres ce qu’on a vu plus haut, on a 


reste que @ 


(mod p), il vient ce resultat 
1.2.3... p—l=—e? (mod.p). 


Ce resultat et celuı que nous avons obtenu plus haut, peuvent ätre reu- 
nis dans la iormule suivante 


(3) 1.2.3... p—1l=+ae° (mod.p) 
dans laquelle ıl faut prendre le sıgne superieur ou inferieur, selon que 
le nombre «@ que nous supposons n’etre pas divisible par p, est ou n’est 
pas quadratique de p. Sı nous posons = 1, le signe superieur 
aura lieu, lunite etant un quarre et parconsequent rösidu quadratique de 
tout nombre. Nous avons done 
1.2.3....p—1=—1 (mod.p) 

congruence qui constitue le theoreme de Wilson. 

Remplacons le premier membre de la formule (3.) par le nombre 
— 1, qui comme nous venons de le voir, n’en differe que d’un multiple 
de », et changeons ensuite les signes des deux membres; il viendra ainsi 


a’ (mod.p) 
congruence dans laquelle ıl faudra choisir le sıgne + ou le signe —, 
selon que a est ou n'est pas r&esidu quadratique de p. Le theoreme que 
cette formule renferme, et qui a dt& decouvert par Euler, est d’une 
grande ımportance dans la theorie des residus. — On fera disparaitre 
le double signe dans la derniere congruence en &levant ses deux nombres 
au quarre. On trouve ainsı 
a == 1 (mod. p) 

ce qui est le thcoreme de FTermat. 

Ce dernier thdoreme peut Ötre demontre tres simplement de la 
maniere suivante, sans qu'il soit necessaire de rien supposer de ce qui 
preccde. 

Lies nombres @ et p conservant leur sıgnification, considerons les 
p— ı multiples de @ que voici: 

a, 2a, 30, ::.. 

Il est facıle de voir que deux de ces nombres ne sauraient donner 

le möme reste quand on les divise par p; car sı les restes provenant des 


36. Dirichlet, Demonstr. nouwv. de quelyues theorcmes relatifs aux nombres. 393 


multiples me et na etaient dgaux, ma—na= (m—n)a serait divisible 
par >, ce qui est impossible, n’Etant pas divisible par p, et m —n 
etant <{p sans pouvoir Ötre zero. Lies restes que l’on obtient en divi- 
sant par » les a—1 multiples de «a, &tant tous dıfferens entre eux el 
aucun de ces restes ne pouvant £tre nul, comme on le voit facilement, 
ces restes doivent coincider avec les nombres de la serie 1,2, 3,...7— 1, 
quand on fait abstraction de l’ordre dans lequel ils se suivent. Il suit de 


la que le produit des y—1 multiples de @, doit donner le müme reste 
que le produit 1.2.3... p—1. 
La difference de ces produits est done un multiple de ». Or 
cette difförence pouvant facilement sa mettre sous la forme 
—1)(1.2.3.... p—1) 
et 1.2.3... n’etant pas divisible par >, on en conclut que a" —1 


est multiple de », ou, ce qui est les m&öme chose, que a” etant divise 


par p donne l’unite pour reste. 
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37. 

Sur le nombre des twansformations differentes, qu’on 
peut faire subir a une fonction ellipüque par la substi- 
tution d’une foncuon donne de premier degre. 
(Par Mr. N. H. Abel.) 


pour abreger 
1. A=-1— 
et supposons qu’on satisfasse a l’eqnation diffErentielle 


0x 


2. 
en y substituant pour y une fonction rationnelle de x de la forme 
+ 
ou 22--1 est un nombre premier et au moins un des coöfhiciens 4,4, 
et B,.., est difförent de zero. En supposant, ce qui est permis, la frac- 


tion precedente reduite a sa plus simple expression, nous dirons que 


-. se transforme en a. par la substitution d’une fonction de degre 


an-t1. 


il s'agıt maintenant de trouver toutes les valeurs differentes de Y 
qui repondent ä la m&me valeur de 22-1. Sı fait 


1 
+ 5 et 5 
et qu’on designe par A0 une fonction de 0, telle que 
0x 
5.09 pux= Ad, 
et en outre 
= 0, 


il suit immediatement de ce qui jaı dit sur le probleme general de la 
transformation des fonctions elliptiques dans le No. 138. du journal d’astro- 


nomie de Mr. Schumacher, qu’on satisfera de la manicere la plus ge- 


7 
nerale a l’equation dans le cas ou ==0, en prenant 
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4 


Ve! 


ou & est une quantite de la forme 

m et m’ etant deux entiers. Maintenant, ayant trouve cette solution, ıl 

suit encore de la formule (51.) du memoire cıt@e que toutes les autres 


6. = 


valeurs de y seront de la forme ou y est donne par (3.), et f’, f, 


2, g‘ sont des quantites satisfaire a l’equatıon 


(+ =) ( (1+ x) (1 
1 
Cette &quation donne vingt-quatre systömes de valeurs difförentes. On 
trouve ainsi qu’a chaque valeur de « r&pondent 24 valeurs de y et douze 
valeurs du module c'. Mais comme les valeurs de y sont deux a deux 
egales, mais de signes contraires, nous n’en compterons que douze. Par 


la mÄ&me raison nous r@duirons le nombre des valeurs de a sıx. Cela 
pose, sı l’on fait pour abreger: 


p=xlı 


= — Aa. AR 0)....Alna)); 


on trouvera aisement ces valeurs des trois quantites c', y: 


I. UI. IT. 
1 1—ei\? 1-+:i\? 


v’öp 12 1+& v+rd.pi l—ei vrö.p.i 
deep’ 
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On voit qua chaque valeır de c' correspondent deux valeurs diffören- 
tes de la fonction y. Maintenant sı lon attribue aux nombres m et m des 
valeurs enticres quelconques, on aura toutes les solutions possibles de notre 
probleme. Or parmi ces solutions ıl n’y aura qu’un nombre fini qui se- 
ront differentes entre elle. Cherchons d’abord les solutions differentes 
quı repondent au premier cas, savoir ei Pour les 


trouver soit &' une valeur de & et designons les valeurs correspondantes 
de y, p, v, ö, e par y', p', Celäa il est evident, que si y' 


doit &tre egal a on doit avoır: 


- 


Or en vertu de (S.) on ne pourra avoir p'=p, ä moins que les quanti- 
tes .... ne soient, quoique dans un ordre different, 


egales A celles-cı: 
Ma, Mac), 
Soit donc 


ou est moindre que On en tire et de la, en vertu 


du th&eoreme II. du No. 138. du Journal d’astronomiıe: 
a tue, 

ou A et A" designent des nombres entiers quelconques. Cela donne 
= 


et puisque 


et 2n-+-1 est un nombre premier, ıl suit que 

Donc les solutions qui r&epondent a et sont precisement &ga- 

les entre elles. 
it d’ 
Soit d’abord = 0 en sorte que 
Sı Ion fait "= 0, et qu’on determine les nombres Ä et de la 


maniere ä satisfaire a l’equation 


Gn aura 


| 
um 
| 
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n@ 


On voit par lä que la solution qui repond A er est la 
möme que celle qui repondeä 2 = quel que soit 
Supposons maintenant 72* different de zero, on aura 
+ 
Sı l’on dötermine les deux nombres entiers et par 
m’ u 


et par celle-cı: 


k+ 
— In--1’ 
ou v est positif et moindre que 22--1, on aura 
ı _ 
On voit de la, que pour toutes les valeurs diflerentes de v et p, ıl 


sufit de donner ä & les valeurs: 
Or toutes les solutions ainsi obtienues seront eflectivement diflerentes en- 
tre elles; car sı l’on attribue a z et a «' deux valeurs diflörentes de la 
serie (10.), ıl est claır qu’on ne pourra satisfaire a l’cquation 
tue, 
qui exprime une condition necessaire de lidentit& des deux solutions quı 


repondent ä z etä 
. . ‚ ) 
Donc le nombre des solutions differentes qui repondentä 


est 22-2. Maintenant sı l’on attrıbue a & toutes les valeurs (10.), les 
formules (9.) donneront i2.(222-+2) solutions, et il est evident que toutes 
les 12.(22 +2) valeurs correspondantes de y seront necessairement dıfle- 
rentes entre elles. Cependant il ne repond a ces 24.(2-+-1) solntions que 
12.(2-+1) valeurs du module. 11 faut observer qne la conclusion pre- 
cedente n’a pas lieu pour le cas particulier ou 2=0. En eflet, dans ce 
cas y n’aura que douze valeurs differentes, car les deux valeurs «= uw, 
auxquelles dans ce cas se reduisent les quantites (10.), donneront 
pour y une mcme valeur, savoir y=x. faut remariguer egalement 
que le module e ne doit avoir les valeurs zero et Tunite. Dans ces cas 


la fonction /“ n’est plus une fonction elliptigue, mais circulaire ou lo- 


garithmique, 


= 
er. 
- 
= 
\ 
en 
= 
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On pourra mettre les huit dernieres valeurs de y (9.) sous une 
autre forme quı est a quelque &gard plus Elegante. En eflet on pourra 
demontrer qu'on a 

| 
En changeant le signe de x, on aura des expressions semblables pour 
et Les quantitcs k,, k,....k, sont donnedes 


par la formule 


Pareıllemeni on A 


1-+c.2°(ue)’ 


ol designe la quantıte 
010 

Donc les numerateur et denominateur de la fraction (3.) qui ex- 


prime la valeur de y, se trouvent decomposes en facteurs dans tous les cas. 


Dans le cas olı le module ce est moindre que lunıte, les &quations 
nous font voir, que generalement les modules des transformees sont 
imaginaires, excepte ceux quı repondent a 


et en möme tems a Tune des solutions J., IL, IV. I n’y a donc seu- 
lemeni que huit modules reels. Sı lon ne desire que ceux qui sont 
moindres que lunite, on n’en aura que quatre. Cependant il pourra 
arriver, c ayart des valeurs particulieres, qu’un plus grand nombre des 
modules transformes sont reels. Je feraı voir dans une autre occasion, 
comment on pourra trouver toutes ces valeurs particulieres. Pour le 
moment je ferai connoitre une maniere d’exprimer toutes les valeurs du 
module Yaide de produits ınfınıs. 
Sı ce est moindre que Tunite, sera une quantite reelle, au 
contraire sera imaginaire; car ona 
‘ox 


cest-a-dire, sı lon fait 


. 
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[0] 
- 
b= y(—e), 


= utoy—l. 


ou est une quanlıte reelle comme @. Cela pos& les 22-+-2 valeurs de 


ou 


on aura 


& deviendront: 


nit 
A la place de ces valeurs on pourra aussi mettre celles-ci: 


En faisant c=1, e=- (formule 159. Tome Il. pag. 177.), et 


mettant ensuite 5» et au lieu de » et ”, etenfin 2 = on 


trouvera AO —=/« et la formule donnera en vertu de quelques rduc- 
tıons faciles: 


Ir 


* . | 
Pour avoır la valeur de s (8.), il suffit de chercher les valeurs de 


+22), au moyen de la formule prece- 


dente, et de les multiplier ensuite entre elles. D’abord si l’on fait =; IT 
„N 


on trouvera alsement 


1 — 4 4(an-e) 2 
en-+1 q 
13. €e 2.y9 gt: ... 


De müme sı l’on fait 


et pour abreger: 
on parviendra cette formule: 


Ve 
ait+-2uw 

5) 

MA 1 

; 
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Done on voit, que pour avoır toutes les valeurs de e, il suflit de substi- 
tuer dans l’expression 


4 144° 1+9* 1+ 0°” 2 
[9) 


ar 2 2 2 2 
au heu de 9, les 22 +2 valeurs 
2 
I 


\ 
ou 1, Ü 


ment des valeurs de s sont rcelles, savoir celles qui rCpondent & la sub- 


sont les racines de l’&quation 0”"—=1. Deux seule- 


ı 
stitution de et ceest ä dıre ä 


Di 
—— ei = 


In+1' 
I} suit encore des formules pr&cedentes que toutes les 22-+-2 va- 
leurs de e sont necessairement differentes entre elles, excepte peut-ätre pour 
les cas de valeurs particulieres du module ec. Ayant trouve& les valeurs 


ı 


de on aura celles du module a laide des &quations (9... I y aa re- 


marquer que lexpression (15.) est pr&cisement la valeur de Yc, comme 
on peut Je voir en faısant d9=—. Dans le cas ou lon suppose y de 


la forme le module c’, suivant I. (9.) sera egal a done 


Par consdquent dans ce cas le module e se changera successivement dans 
toutes les valeurs du module ce‘, sı l!’'on remplace dans la formule 


16. 


par 3 v9; ‚V95 v9; 2 32 1 vg . 


Ce theoreme s’accorde parlaitement avec le th@oreme &nonce par 
Mr. Jacobi dans le tomelll. pag. 193. de ce journal. Seulement ä l’en- 
droit cit& la fonction de 9, qui exprime la valeur de y’c, est presentde sous 
une autre forme. Donc on trouveroit ımmediatement le theoreme de 


ce geometre, si Yon pouvoit parvenir a demontrer Yıidentit@ des deux 


fonctions 


. 1+ +29 +....' 

On pourra encore demontrer qu’on aura les 22--2 valeurs de c', en 

mettant dans la formule 
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les quantites Yr, oyr, yr, au lıeu de v, la lettre 


r designant la quantite e ® . Donc cette quantıte est Iıce a g par l’e- 


log . log 


Pour avoir la valeur du co@fficient & il faut connoitre celle de Ö 
(8.). Or on pourra la deduire aisement de la formule (12.), en y fai- 
sant 2%... . On trouve de cette maniere que les valeurs 
de Öö qui repondent respectivement ä 


_ wi sit+2o-+1 oit+4nw 
sont egales & la valeur de l’expression 
an+ı 
en y supposant au lieu de g les valeurs 


quation 
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3% 


Theoreme general sur la transformation des fonctions 
ellipuiques de la seconde et de la troisieme espece., 
(Par Mr. N. H. Abel. ) 


une int‘grale algcbrique f(y,x)=0 satisfait a l’equation 
oy 0x 
- 
on aura toujours: 


oa 4, BD, n sont des quantites donnees, A’, B’, m, k des quantıtes con- 
stantes, fonctions des premitres, et » une certaine fonction algebrique de 
yoetx. est tres remarquable que les parametres et sont lıds 
entre eux par la möme dquation, que Y et x; savoir f(m,n)=0. Dans 
le cas olı z est infini, le premier membre deviendra seulement une fonc- 
tion de la seconde espece et dans ce cas on pourra demontrer que 


3x”) 0x — D’y® 


ou v est une fonction algebrique des variables x et y. 


Au reste ıl est ais& de demontrer la formule IUnyagquä 
differentier l’equation 


x*)] = = 
par rapport au module c. Je me röserve de donner Ei un autre me- 
moire des döveloppemens plus etendus sur le theoreme ci-dessus. 
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39. 
Suite des notices sur les fonctions elliptiques. 
(Par Mr. C. G. J. Jacobi, prof. en phil. a Königsberg. ) 


Les formules donnees dans le troisicme cahier de ce journal con- 
tiennent Ja decouverte ımportante, „que les fonctions elliptiques 
de troisıieme espece, dans lesquelles entrent trois variables, 
peuvent ramenedes ä d’autres transcendantes qui n’en 
ont que deux.” De la on tire aisement toute la thlorie des fonctions 


elliptiques de troisieme espece. 
— —K 


II. Soitg=e* , g=e* , de sorte que lon trouve 9‘ en 


0, en mettant 4‘ au lieu de k, ou en changeant le module et son com- 


plöment. Sı met 
Olx,g) = + —2y’cosbxc -+.... 
. 4 ( . 4 97 - 
H(x,g) = 2ygsine + 2yg”sinde —. 


on aura: 


Rx 
K ; R 
etant toujours =y —1, formules tres remarquables. On pourra dednire 
lune de lautre au moyen de la formule sin a m(iu,k) 


Ili. Je suis parvenu & resoudre un probleme dont la difücultd 
avoit long-tems tous mes eflorts, savoir de trouver l'’expression 
nerale et algebrigue des formules de multiplication. En eflfet on sait 
quen supposant 2= sın am (n u, x =sinam (u), n etant un nombre ım- 
pair quelconque, on a 

A, A, ete. etant des fonctions rationelles et entieres de On 


peut aussi trouver successivement pour chaque valeur donnce de z, p. e. 
n— 3,55 les expressions de Ü et de 7; mais trouver generale- 
ment pour un nombre 7 indefin: les valeurs algebriques de 4, 4, A’, etc. 


92 


_ 
F 
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en est un probleme ou toutes les methodes connues paraissent 


U 
en defaut. Or, z= 7 “tant une substitution rationelle quelcongue quı 


sert ou ä la transformation ou ä la multiplication des fonctions ellipti- 
gues de premiere espece, je suis parvenu sommer par parties le nume- 
rateur et le denominateur de la substitution & faire et & definir Iun et 
lautre au moyen d’une &quation a differences partielles entre x et#. Dans 
le cas de la multiplication on tire de cette &quation les expressions gC- 
nerales de 4, 4'',.... On trouve par exemple 
2 2 .2 .2 
2n?(n?—1) (n?—4) (n®— 9) 7? (1-+%*) (n?—1) (n?— 4) (17n®— 69) 
3.3.9 3.9.4.9 
etc. eic. elc. 

On trouve tres facilement chaque terme 4”) par les deux termes ea 
A”®, qui le precedent. En vertu d’une remarque faite dans une au- 


1 
tre occasion, savoir quetant mis — au lieu de x, = se change en ;» 


A etant le module transform&, on tire aussitöt le numerateur U du de- 
nominateur et r&ciproquement, Le cas de z pair ne demande que quel- 
ques legeres modifications. 


Königsberg le 3. Oct. 1828. 


40. Specht, zweite ÄAnnuherungs - Construction des Umfangs. 405 


AD. 
Zweite Annäherungs-Üonstruction des Kreis-Umfanges. 
(Von Herrn C. G. Specht zu Berlin. ) 


In der höchst schätzbaren und reichhaltigen Geometrie des Herrn Profes- 
sor Paucker zu Mitau befindet sich eine Sammlung von elementar-geo- 
metrischen Constructionen, den Umfang eines Kreises näherungsweise zu 
finden, von denen die genaueste his zu der fünften Decimalstelle mit dem 
Calcul übereintrifft, aber doch so weitläulig ist, dafs sie in der wirklichen 
Ausführung bedeutende Schwierigkeiten verursacht. Ich habe vor einı- 
ger Zeit in diesem Journal eine einfache Construction des Kreis- Um- 
fangs bekannt gemacht, welche bis zu der sechsten Decimalstelle mit 
dem Calcul übereintrifft, und gebe hier eine zweite, die bei der grölsten 
Einfachheit bis zu der achten Decimalstelle genan ist. 

Man construire den rechten Winkel BAC;*) nehme auf dem eı- 
nen Schenkel ZB desselben, da=am =mp==pg=gB= dem Radius 
des gegebenen Kreises; theile sowohl np in 2 und 0, so wie auch y2 ın 
r und s, in 3 gleiche Theile; nehme auf dem andern Schenkel 4C dieses 
Winkels, 4M =Aa, AR = der Entfernung zwischen den Puncten M 
und m, AC= der Entfernung zwischen den Puncten R und r; nehme 
nun auf der Geraden Co, die C.c= 4B; und ziehe endlich aus e mit Z/B 
eine Parallele, bis sie die CD in d trifft; so wird Cd mit dem Umfange 
des gegebenen Kreises bis zu der achten Decimalstelle übereinstimmen. 
Denn es folgt aus der Construction, dafs 

5V (3?+6?-+ 13? 152? 439 
3,141592653 .... 

und z3Cd = 3,141592639.... 
folglich — 3 0d 

Es ıst zu bemerken, dafs die Formel 


— 31415919531. ..., 


Nun ıst 


®) Es wird dem Leser leicht sein, die Figur nach der Beschreibung zu entwerfen. 
Anm. d. Herausgebers, 
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welche ın dem ersten Heft des dritten Bandes pag. 83. in diesem Journal 
steht *), erst ın der siebenten Decimalstelle um sieben Einheiten kleiner 
ist, wie die Zahl =, und die merkwürdige Beschaffenheit hat, dafs sie in 
den beiden nächsten Decimalstellen wieder mit der Zahl r übereinstimmt, 
so dafs dıe Formel 


erst bei der zelinten Decimalstelle von der Zahl m abweicht **). 


— 


) Durch eınen Druckfehler steht daselbst 
3,141591953 statt 2x 3,141591953. 

““ \Venn man dıe Zahl m näherungsweise durch Quadrat- Wurzeln ausdrücken wili, 
weiche Ausdrücke sich auch mit mehr oder weniger Mühe immer zeichnen lassen, so darf 
man nur das Quadrat von z, auf die Art wie man Brüche sucht die sich der Zahl = selbst oder 
uberliaupt einer grgebenen ırrationalen Zahl möglichst nähern, in einen Kettenbruch und die- 
sen rückwärts ın gewöhnliche Brüche verwandeln. Diese Brüche geben wie bekannt den \Verth 
des Kettenbruchs, und folglich ihre Quadrat - Wurzeln die Zahl z selbst, genauer als alle andere 
Rrüche in kleineren Zahlen. Auf ähnliche Weise kann man verfahren, wenn man # durch 
Cubic- Wurzeln oder ın beiiebigen anderen Formen, deren Umkehrungen sich leicht berechnen 


lassen, nalerungsweise ausdrücken will. 


Anm. d. Herausgebers. 
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41. 
Aufgaben. 


Question d’analyse ındetermince. 


(Par Mr. Lejeune- Dirichlet, prof. de matheın. ) 


30. La lettre p designant un nombre premier impair, on sait par le 
theoreme de Wilson, que le produit 1.2.3.... p—1, augmentd de 


Yunite, est dıvisible par >. On peut substituer au produit pr&c@dent celui 


—1 
que Yon obtient en remplacant ses ZZ— derniers facteurs qui sont p—1, 


> 
+1 — 
par les nombres —1, ...., quı en difle- 
rent respectivement de ». On voit ainsı que la formule 
| —1\? 


dans la quelle ıl faut prendre le signe supdrieur ou inferieur, selon que 


—1 . . . —1 
£ 5 est pair ou ımpaır, est toujours un multiple de p. Or — est pair 


ou ımpair, selon que p est de la forme 42-1 ou de celle-cı: 42 +3. 
On a donc pour tout nombre premier y=4n--1, 


—1\° 
(1.2.3....22) +1 
egal a un multiple de p, et pour tout nombre premier p=4n+35, 
| — 1\? 
— (1.2.3... 2Z) +1, 
ou ce qui revient au m&me 
(1.2. 3... — 1 


egal a un multiple de >». 


Ces deux corollaires du theor&me de Wilson sont düs \ La- 
grange, qui les a Enonc‘s dans le beau m&moire oü il a le premier 
demontre& le theoreme qu’on vient de nommer. Lie dernier de ces corol- 
laires donne lieu a une question que nous croyons pouvoir proposer a 
lattention des geometres qui s’occupent de la theorie des nombres. 

La difference 


(1.2.3...2)—1 


> 
+. 
37 
= 
A 
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etant divisible par p (p designant un nombre premier 42-+-3) et cette 
difference pouvant se decomposer dans les deux facteurs: 


(1.2.3... 2 


ıl sensuit que l’expression 


| (1.2.3... 2) #1 


avec le signe convenable est un multiple de 7. On demande une regle 
qui fasse connoitre le signe convenable, sans qu’il soit ndcessaire de cher- 
cher par des multiplications successives le reste que l’on obtient en divi- 


—1 
sant 1.2.3....5— par p. 11 est facile de voir que la question pro- 


posee revient ä celle de savoir si 1.2.3.... EZ est ou n’est pas resıdu 


9, 


quadratique de >». 


Aufgaben von Anderen. 


3l. a. Von geradlinigen Figuren in der Ebene, deren Seiten mit 
denen gegebener Figuren parallel und von ihnen gleich weit entfernt sınd, 
die Eigenschaften in Beziehung auf die gegebenen Figuren zu untersuchen. 

b. Von Polyödern, deren Seiten-Ebenen mit denen gegebener Po- 
Iyöder parallel und gleich weit von ihnen entfernt sind, die Eigenschaf- 
ien in Beziehung auf die gegebenen Poly&der zu untersuchen. 


32. Die Zahl der geraden Linien, durch welche z Puncte ın der 
n.(n—1) 
>» 


Ar 


Ebene oder im Raume verbunden werden können, ist . Zu sa- 


gen, wie viele allgemein von diesen geraden Linien nöthig sind, dıe Lage 


der 2 Puncte zu bestimmen, und welche Modificationen des allgemeinen 
Gesetzes, wenn es ein solches giebt, entstehen, wenn die Puncte theil- 


weise zu mehr als dreien in Ebenen, cder alle in einer und derselben 


Fbene liegen. 
33. Die Zahl der Puncte zu finden, in welchen sich die er 


seraden Linien schneiden, durch welche z Puncte in der Ebene oder 
im Raume verbunden werden können, nebst den Modificationen. (32.) 


»4. Aehnliche Figuren ın der Ebene oder im Raume, von 
krummen oder geraden Grenzen umschlossen, sind im Allgemeinen die- 
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jenigen, die so gelegt werden können, dafs die bestimmenden Puncte der 
einen und die ähnlich liegenden bestimmenden Puncte der anderen ın gera- 
den Linien liegen, welche durch einen und denselben Punct gehen, und 
dafs dann zugleich die Entfernungen der bestimmenden Puncte der einen 
Figur von diesem Puncte (welcher Aehnlichkeits-Punct heifsen kann) 
Gleichvielfache sind von den Entfernungen der bestimmenden Puncte der 
anderen von dem nemlichen Puncte. (Man sehe den Aufsatz No. 24. ım 
ersten Bande dieses Journals, 3. Heft, $S.250. *).) Es wäre nun zu unter- 
suchen, welche Eigenschaften Figuren zukommen, die so gelegt werden 
können, dafs, wie bei ähnlichen Figuren, die bestimmenden Puncte der 
einen und die zugehörigen Puncte der anderen in geraden Linien liegen, 
welche durch einen und denselben Punct gehen, dafs aber dann die Ent- 
fernungen der bestimmenden Puncte der einen Figur von diesem Puncte, 
statt, wıe bei ähnlichen Figuren, von den Entfernungen der bestimmen- 
den Puncte der anderen von dem nemlichen Puncte Gleichvielfache zu 
sein, vielmehr um gleich viel von ihnen verschieden sind, oder 
dafs die Summe zusammengehöriger Entfernungen überall dieselbe sei, 
oder dafs die Producte der zusammengehörigen Entfernungen alle gleich 
sind. Das Letztere würde antiparallele Figuren geben. 


*) Der Herausgeber dieses Journals hat in einer der Königlichen Academie der Wissenschaf- 
ten zu Berlin von ihm am 13. März 1828 vorgelesenen Abhandlung einige aus dieser Definition fol- 
gende allgemeine Eigenschaften ähnlicher Figuren entwickelt. 


Crelle's Journal. 111. Bd. 4. 53 


a 
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42. 


Einige Nachrichten von Büchern *). 


E, ist in diesem Jahre eine mathematische Schrift des Herrn Doctor Plücker zu 
Bonn erschienen, unter dem Titel: „ Analytisch - geometrische Entwicklungen. Erster 
Band. Essen bei G. D. Baedeker, 1828,” Die Schrift handeli von der Theorie der 
graden Linie, des Kreises und der Linien zweiter Ordnung, letztere nach der rechten 
analytischen Methode , nicht aus dem Kegel sondern aus der allgemeinen Gleichung 
zweiter Ordnung abgeleitet. Sie verbreitet sich über die Gegenstände neuerer geoine- 
trischer Untersuchungen, über die Transversalen, Chordalen, Polaren, Aehnlichkeitspuncte 
und Axen, über die Zuordnung der Pole, die Bedeutung imaginairer Ausdrücke u, Ss. w. 
Sie handelt von der Bedeutung der Coefficienten der lsemeinen Gleichung zweiter 
Ordnung, von den Durchmessern, Brennpuncten, von den Duschschnitten u.5s. w. all- 
gemein und einfach, von der Osculation gewissermafsen eigenthümlich, und schlieist 
mit einem Abschnitte, der sich zu einer bedeutenden Allgemeinheit erhebt. Sie scheint 
insbesondere zur Vermittelung zwischen der synthetischen und analytischen Methode 
in der Geometrie beitragen und die analytische Methode auch für die einfacheren Fälle, 
wo sie weniger anstellig zu sein scheint, geschmeidiger machen zu sollen. Die Art wie 
sie durch Zerlegung und Verbindung dr Gleichungen, durch Multiplication und ver- 
mittelst Einführung von unbestimmten Coefficienten, durch Benutzung der Willkürlich- 
keit der Coordinaten -Winkel und der Lage der Axen und andere Kunstgriffe das 
analytische Verfahren dem synthetischen gleichsam näher zu rücken strebt, so wie die 
Sparsamkeit der Rechnungen und Fonneln, ist bemerkenswerth. Sie vereinigt in sich 
auf eine scharfsinnige und eigenthümliche Weise die Untersuchungen die über diesen 
Gegenstand in neuerer Zeit nach eigenthüumlichen Ansichten angestellt worden sind, 
und von welchen sich eine reichhaltige Sammlung in den Aussalon des mathdmatiques 
von Gergonne findet, und schreitet auf diesem W ege weiter. Die Schrift hat un- 
streitig bedeutenden wissenschaftlichen Werth und verdient alle Aufinerksamkeit. Es 
ist zu wünschen, dafs ihre Fortsetzung über die Gurven höherer Ordnung und die Fi- 
guren im Raume bald erscheinen möge. Ueber eine Aeulserung in der Vorrede glaubt 
der Herausgeber dieses Journals eine Bemerkung machen zu müssen, weil sie.iheils 
das Journal selbst, theils persönliche Umstände berührt ‚ welche dem Herausgeber 
genau bekannt sind. Es heifst nemlich $. V. der Vorrede, dals der Herr Verfasser 
mehrere neue, unler sich sehr verschiedene, von ihm auf seinem Wege gefundene 
Resultate des Herın Steiner (eines ausgezeichneten Mitarbeiters an diesem Journal), 
der in die Fulstapfen des Herrn Poncelet zu treten scheine, später im ersten und 
zweiten Hefte dieses Journals wiedergefunden habe. Der Herausgeber bemerkt, dafs, 
wie ihm bestimmt bekannt und von ihm auch schon S. 96. ersten Bandes dieses 
Journals angedeutet ist, Herr Steiner keinesweges weder die Arbeiten des Herrn 
Plücker, noch die des Herrn Poncelet gekannt hat, als er die seinigen verfertligte, 
sondern völlig selbstständig arbeitete, daher sich auch nicht eigentlich sagen läfst, dafs 
Herr Steiner in fremde Fulstapfen trete. Obgleich es noch keinesweges ein Ta- 


*) Der Herausgeber nimmt, um Entschuldigung zu erbitten, dafs er nur so selten Nachrich- 
ten und Beurtheilungen von Büchern giebt, auf die den vorjährigen Nachrichten ($. 399, des 2ten 
Handes dieses Journals) beigefügte Bemerkung Bezug. Diese Bemerkung zeigt die Ursachen der 
Seltenheit seiner Aeufserungen dieser Art an. Die Bitte, ihn dabei zu unterstützen, ist bis jetzt 
noch nicht erfüllt worden, Er wiederholt sie. 


F 


42. Einige Nachrichten von Büchern. 411 


del sein würde, zu sagen, dafs Jemand in die Fulstapfen eines so ausgezeichneten, 
classischen Schriftstellers wie Herr Poncelet trete, so glaubt der Herausgeber doch 
die obige Bemerkung machen zu müssen, damit auf keine Weise, auch nicht schein- 
bar, etwa ein Schatten auf die Arbeiten des Herrn Steiner falle, sondern diesen, 
ganz auf eigener Kraft ruhenden, genialen Bemühungen volle Gerechtigkeit widerfah- 
ren möge. 


Die im vorigen Jahrgange dieses Journals $. 399. und 400. erwähnten Annales 
des malhdmatiques von Herrn Gergonne und das Bulletin universel des sciences von 
Herrn Baron von Ferussac sind auf eine erfreuliche Weise fortgesetzt worden. Das 
Bulletin ist noch fester begründet worden und verstärkt seine intensive Kraft fernerhin. 


Von den eben daselbst erwähnten Exercices des mathdmatigues von Herrn A. 
L. Cauchy sind wieder 12 neue inhaltsvolle Hefte, also nunmehr in Allem 31 Hefte 
erschienen. Von dem trefflichen Cours d’analyse des Herrn A. L. Cauchy erscheint 
so eben zu Königsberg in Preulsen bei Bornträger eine deutsche Ueber- 
setzung von Herın Huzzler, welche zur Verbreitung dieses wichtigen Werkes in 
Deutschland beitragen wird. 


Die ferner daselbst erwähnte zweite Auflage der „Exercices du calcul_ int- 
gral” von Herrn Legendre ist nunmehr erschienen. Die Erneuerung dieses classi- 
schen Werkes ist um so interessanter, da über den Gegenstand, mit welchem es sich 
vorzüglich beschäftigt, die elliptischen Functionen, jetzt so eifrig und vielfältig gearbeitet 
wird. Ks sind, wie der ehrwürdige Verfasser dem Herausgeber zu melden die Güte 
gehabt hat, zwei Supplemente des Werks zu erwarten, von welchen das eine die Be- 
weise der allgemeinen T'heoreme des Herrn C. G. J. Jacobi über die ellipüschen 
Functionen, nebst neuen Entwicklungen enthalten wird und so eben gedruckt wird, 
das andere über die Entdeckungen des Herrn N. H. Abel und die ferneren Arbeiten 
der beiden benannten Geometer, diesen Gegenstand beireflend, sich verbreiten wird. 


Von Herm C. G. J. Jacobi ist ein Werk über die elliptischen Functionen, 
unter dein Titel: Fundamenta nova T’'heoriae functionum ellipticarum unter der Presse. 
Herr N. H. Abel bearbeitet ebenfalls ein umfassendes Werk über diesen Gegenstand. 
Diese Schriften werden die weitere Ausiührung der Mittheilungen enthalten, welche ihre 
Verfasser in dem gegenwärtigen Journale und in den ‚‚astronom. Abhandlungen des 
Hru. Schumacher” geschen haben, und werden also von grofsem Interesse sein. 


Die Kaiserliche Academie der Wissenschaften zu St. Petersburg giebt so eben 
einen Supplement -Band zu der bereits geschlossenen Suite ihrer Memoiren, enthaltend 
Arbeiten verstorbener Academiker, heraus. Dieser Band wird, aulser mehreren wich- 
tigen Abhandlungen von Schubert und Fufs, wiederum zwölf noch ungedruckte 
Abhandlungen des grolsen Euler enthalten, Der Herr Staats--Rath Fufs, beständiger 
Secretair der kaiserlichen Academie, hat auf die Bitte des Herausgebers die Güte ge- 
habt, ihm die Titel der Eulerschen Abhandlungen mitzutheilen. Es sind folgende: 

1) De insigni promotione analysis Diophanteae. 1780. 

2) Solutio problematis difficillimi, quo hae duae formulae aa +bbyy et aayy+bbxx 
quadrati reddi debent. 1780. 

3) Investigatio binorum numerorum formae xy(x*—y*) quorum productum, sive 
quotus, sit quadratum. 1780. 

4) De bin!s numeris, quorum summa, sive aucta sive ıninuta, tam unius quam alte- 
rius quadrato producat quadrata. 1780. 

5) Dilucidationes circa binas summas duorum biquadratorum inter se aequales. 1780. 

6) De resolutione hujus aequationis: 
-—hxzyy-ixayy per numeros rationales. 1780. 

7) Methodus nova et facilis, formulas cubicas et biquadraticas ad quadratum redu- 


cendi. 1780. 
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S) Solutio problematis ad analysin infinitorum indeterminatorum referendi. 1781. 

9) De infinitis curvis algebraicis, quarum longitudo indefinita arcui elliptico aequa- 
tur. 1781. 

10) De infinitis eurvis algebraicis quarum longitudo areui parabolico aequatur. 1781. 

11) De binis eurvis algebraici is eadem rectificatione gaudentibus. 1781. 

12) De curvis algebraicis quarum omnes arcus per arcus circulares metiri lieeat. 1781. 

13) Solutio problematis analytici difhieillimi. 1782. 

14) Integration d’une espece remarquable d’eqmations differentielles dans l’analyse 
des fonetions a deux variables. 1777. 


Es ist Eulers eigener, in seinen letzten T.ebensjahren ausgesprochener Wunsch 
vewesen, noch er Jahre nach seinem Tode in den Druckschriften der Academie fortzu- 
leben: und wirklich hat der reiche Vorrath bis jetzt vorgehalten, ob er gleich bald 
nach Eulers Tode um 58 Abhandlunsen vermindert worden, aus welchen die Opuscula 
analvtica und der vierte Band der zweiten Auflare der Instit. calc. int. entstanden sind. 
Wenn gleich ein halbes Jahrhundert alt, sind die oben erwähnten Abhandlungen doch 
noch nicht veraltet und enthalten interessante Forschungen über unbestimmte Analy sis und 
höhere Geomelrie, welche dem mathematischen Publieum höchst willkommen sein wer- 
den. Des grofsen Geometers Wunsch, noch 40 Jahre in den Memoiren der Academie 
zu leben ist erfüllt, aber Jahrtausende noch wird dieser Heros der Matheinatik leben 
in der Wissenschaft und in der Achtung und Bewunderung der Nachkominen. 
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